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Этаж 5
СИНТЕЗ
Время собирать камни
 ЕККЛЕЗИАСТ 
M.C.Escher's "The Drowned Cathedral" ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Этаж 5. СИНТЕЗ
До сих пор больше внимания уделялось расширению здания, чем освещению входа, возведению новых этажей, чем укреплению фундамента.

Жан Д’АЛАМБЕР

На предшествующем этаже мы изрядно увлеклись сооружением разнообразных математических объектов XE "множество:структуризованное" . При этом мы интуитивно чувствовали, что несмотря на кажущееся различие, есть, безусловно, что-то определенно общее между порядком и операциями, топологией и мерой, метрикой и скалярным произведением. Действительно, всюду мы имели дело с некотором исходным множеством, названным носителем структуры, а также с какой-то совокупностью свойств на нем, характеризующих эту структуру. И хотя свойства эти весьма отличались друг от друга, в процессе исследования множеств различной природы использовались весьма близкие приемы. Так, структура переносилась с множества на его подмножество (с появлением таких понятий как упорядоченное подмножество, подгруппоид, топологическое подпространство и т.д.) и на фактормножество (вспомним факторгруппу, фактортопологию и др.). Вводилось понятие двойственной структуры (в частности, двойственный порядок и двойственная операция). Необходимая совокупность специфических свойств переносилась с одного множества на другое с помощью операторов (образ и прообраз порядка, операции, топологии и т.д. при действии оператора). При наличии нескольких множеств с однотипной структурой последняя распространялась на произведение этих множеств (вспомним произведение упорядоченных множеств, групп, линейных пространств и др.). Каждый раз мы определяли преобразования, сохраняющие структуру, и изоморфизмы структуры – биекции, действующие между носителями и сохраняющие структуру в обоих направления (изоморфизм порядка или групп, гомеоморфизм, изометрия и др.). Наконец, нас неизменно интересовали свойства, которые оказывались общими у всех изоморфных друг другу объектов. 

Мы, конечно же, вправе ожидать, что всё это никак не является случайным совпадением, что за этими отдельными фактами непременно должна стоять какая-то общая синтезирующая теория. Мы должны научиться увидеть за столь разными объектами как упорядоченное множество или кольцо, метрическое пространство или пространство с мерой отчетливое проявление чего-то единого. Вследствие этого заключительный этаж нашего здания и посвящен способам унификации рассмотренных ранее математических объектов.
Прежде всего, предстоит дать общее определение понятия структуры (блок А), позволяющее с единых позиций охарактеризовать все типы объектов четвертого этажа. Далее будет описана теория категорий (блок В), предоставляющая достаточно широкий набор универсальных технических приемов для работы с математическими объектами различной природы. Наконец, в блоке С описываются принципы построения частных математических теорий.
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СИНТЕЗ
Блок А
СТРУКТУРЫ

Не существует решенных проблем, 
существуют только проблемы, 
более или менее решенные. 
Анри ПУАНКАРЕ

M. C. Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
Математика представляется силой человеческого духа, призванной вознаградить нас за несовершенство наших чувств и за краткость нашей жизни.

Жан Батист Жозеф ФУРЬЕ
На предшествующем этаже мы встречались с разнообразными математическими объектами, которые неизменно представляли собой множества, наделенные некоторой структурой. Однако само по себе определение математической структуры до сих пор отсутствовало. Унификация математических объектов начинается с характеристики общего понятия математической структуры, что и является главным объектом рассмотрения первого блока пятого этажа.

Нам предстоит посетить всего лишь две маленькие, но весьма уютные комнаты. В первой из них центральным понятием будет шкала множеств. Мы с немалым удивлением узнаем, что для задания практически любого мыслимого математического объекта оказывается достаточным зафиксировать один-единственный элемент какого-либо множества этой шкалы. Это обстоятельство существенным образом используется в последующей комнате, где дается общее определение структуры множества. Тем самым окончательно выясняется, что все уже знакомые нам математические объекты прекрасно вписываются в единую схему, являясь различными формами множеств, наделенных структурой. Возводимые конструкции отчетливо показывают, что во всем многообразии математических понятий и направлений несомненно присутствует что-то общее. Дальнейшее развитие математического синтеза осуществляется в последующем блоке на основе теории категорий.
Комната 5.1. ШКАЛА МНОЖЕСТВ

Математическое отношение способно сочетать две первоначально независимые части в нечто целое и тем самым создавать красоту. 





                           Вернер ГЕЙЗЕНБЕРГ 
Рассматривается некоторый конечный набор различных множеств E1, E2, ... , En произвольной природы. С их помощью можно построить систему множеств S на основе следующей несложной процедуры. На первом шаге в состав S включаются сами множества E1, E2, ... , En. На втором к ним добавляются все булеаны ((Ei), а также всевозможные произведения Ei(Ej (случай i = j не исключается). На следующем шаге семейство S дополняется булеанами и произведениями множеств с предшествующего шага и т.д. Продолжая этот процесс неограниченно, получаем искомое семейство множеств.

Определение 5.1. Система S называется шкалой множеств XE "шкала множеств"  с базисом XE "базис:шкалы множеств"  E1, E2, ... , En.
Замечание 5.1. Характерно, что для построения шкалы множеств мы применяем оба использованных ранее (см. этаж 2) важнейших приема конструирования новых множеств – переход к подмножествам и произведениям. 

Замечание 5.2. Мы уже имели дело с базисом линейного пространства, базисом топологии и ортонормированным базисом гильбертова пространства. Во всех случаях базис представляет собой некоторый (как правило, не очень большой) набор сравнительно простых объектов некоторого класса, позволяющий свести произвольный объект данного класса (вектор, открытое множество, точку гильбертова пространства, элемент шкалы множеств) к соответствующему набору элементов базиса. Мы вновь сталкиваемся с общим принципом, используемым во многих разделах Математики.
Для любого множества М шкалы S с базисом E1, E2, ... , En можно указать некоторую конечную процедуру ( построения этого множества на основе базиса. При этом говорят, что множество М является ступенью XE "ступень:шкалы множеств"  шкалы S по схеме XE "схема:шкалы множеств"  ( с базисом E1, E2, ... , En и пишут М = (( E1, E2, ... , En). Выражение М ' = ((F1, F2, ... , Fn) означает, что множество М' получено по той же схеме, но уже на основе другого базиса. Рассмотрим различные конструкции, которые могут быть получены указанным способом. 

Пример 5.1. Элементы XE "элемент" . Пусть задан некоторый набор элементов хi(Мi, i = 1, ... , m, где Мi – произвольные множества. Выбираем эти множества в качестве базиса. Построим ступень соответствующей шкалы S на основе следующей процедуры (схемы (). Определим сначала произведение М1(М2. Затем умножим результат на множество М3. Продолжая этот процесс далее, на последнем шаге умножим предшествующий результат на Мm. В результате получается произведение множеств М = М1(М2(...(Мm, принадлежащее рассматриваемой шкале множеств. Тогда вектор х = (х1, х2, ... , хm) характеризует все интересующие нас объекты одновременно и задается единственным элементом х некой ступени М шкалы S, построенной по указанной схеме ( на основе данных базисных элементов (см. рис. 5.1).
Замечание 5.3. Если какие-либо из множеств Мi совпадают, то состав базиса сокращается, а в соответствующей схеме будет присутствовать многократное произведение на один и тот же элемент базиса.
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Рис. 5.1. Задание семейства элементов.
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Рис. 5.2. Задание семейства множеств.
Рассмотренный пример едва ли может показаться удивительным, поскольку вектор и так принято понимать как единое целое. Однако последующий пример уже наводит на определенные мысли.

Пример 5.2. Подмножества XE "подмножество" . Рассматриваются произвольные подмножества Ui множеств Мi шкалы S, i = 1, ... , m. Справедливы включения Ui(((Мi), i = 1, ... , m. Таким образом, рассматриваемые подмножества оказываются элементами некоторых множеств той же шкалы S. В примере 5.1 уже отмечалось, что для задания любого числа элементов множеств шкалы S достаточно указать единственный элемент некоторого множества той же шкалы. Следовательно, определение произвольного числа подмножеств элементов данной шкалы достаточно задать один элемент 
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 шкалы (см. рис. 5.2).

Еще большее удивление вызывает следующий пример.

Пример 5.3. Свойства XE "свойство" . Рассматриваются какие-либо свойства Рi, которыми могут обладать или не обладать элементы множеств Мi шкалы S, i = 1,...,m. Определим множества Ui = { x(Мi | Рi(x) } элементов из Мi, обладающих свойством Рi, i = 1, ... , m. Очевидно, они являются подмножествами из Мi. Таким образом, на основании примера 5.2 можно заключить, что для описания всех рассматриваемых свойств произвольной природы вновь достаточно указать всего лишь один элемент какого-либо множества имеющейся шкалы (см. рис. 5.3).
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Рис. 5.3. Задание свойства.

Замечание 5.4. На втором этаже отмечалось, что множество фактически задается свойством, характерным для его элементов. В этой связи последний результат также следует признать вполне закономерным.

После полученных выше результатов нас уже ничто не должно удивлять. 

Пример 5.4. Соответствия XE "соответствие" . Пусть задано соответствие ( между множествами М1 и М2 шкалы S. Оно является подмножеством произведения М1(М2, а значит, элементом булеана ((М1(М2). Итак, любое соответствие также определяется конкретным элементом некоторого множества данной шкалы (см. рис.5.4).
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Рис. 5.4. Задание соответствия.

Как известно, частными случаями соответствий являются отношения и операторы (см. этаж 2). Следовательно, и эти столь важные математические объекты прекрасно описываются рассматриваемыми средствами.

Пример 5.5. Операторы XE "оператор" . Пусть рассматривается оператор А, действующий из некоторого множества М1 шкалы S в множество М2 той же шкалы. Любой оператор однозначно характеризуется своим графиком (собственно, мы и не различаем операторы и их графики, см. этаж 2) 
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 По своей природе этот объект является соответствием, обладающим некоторым дополнительным свойствам. Тогда, комбинируя описанные ранее приемы (задание соответствий и свойств), установим, что любой оператор также можно охарактеризовать одним элементом конкретного множества данной шкалы (см. рис. 5.5). 

Как известно, алгебраические операции по своей природе являются операторами. Таким образом, любая универсальная алгебра, задаваемая своими операциями (сигнатурой), может быть описана указанным способом. Аналогично, порядок является отношением (частным случаем соответствия), а топология и измеримое пространство задаются некими наборами подмножеств данного множества с соответствующими дополнительными свойствами. Тем самым практически любая математическая конструкция может быть однозначно описана с помощью всего лишь одного элемента некоторого множества имеющейся шкалы. Это обстоятельство позволяет формализовать многие математические процедуры, встречающиеся в различных теориях и их приложениях и дать, наконец, общее определение понятия структуры.
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Рис. 5.5. Задание оператора.
Комната 5.2. СТРУКТУРЫ

Математический анализ ... переводит все явления на один и тот же язык, как бы подчеркивая единство и простоту структуры окружающего нас мира и делая еще более заметным незыблемый порядок, правящий в природе всей материей.

  Жан Батист Жозеф ФУРЬЕ

Пусть задано некоторая шкала множеств S с базисом E1, E2, ... , En и множество М, являющееся ступенью шкалы, построенной по схеме (. Рассматривается какая-либо совокупность свойств Р, которым могут удовлетворять или не удовлетворять элементы множества М. Определим множество 
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 элементов из М, удовлетворяющих рассматриваемым свойствам.

Определение 5.2. Любой элемент ((Т определяет на множествах E1, E2, ... , En структуру XE "структура"  рода XE "род структуры"  Т, задаваемую аксиомами структуры XE "аксиома:структуры"  P.
Замечание 5.5. Очевидно, род структуры Т сам оказывается ступенью рассматриваемой шкалы множеств, следующей за М. В частности, Т является подмножеством М, т.е. справедливо включение Т(((М). Однако выделения этого последнего шага схемы желательно для того, чтобы более четко выделить аксиомы структуры.

Часто случается, что один из элементов базиса, например E1, играет определяющую роль. В этом случае его называют основным, а остальные – вспомогательными. При этом говорят о структуре на множестве XE "структура:на множестве"  E1, называемом носителем структуры XE "носитель:структуры" . Всякое следствие включения ((Т является утверждением теории структуры рода XE "теория:структуры"  Т, называемым также теоремой XE "теорема" . 
Замечание 5.6. К аксиомам структуры обычно предъявляются некоторые дполнительные требования. В частности, система аксиом должна быть непротиворечивой XE "аксиомы:непротиворечивые" , т.е. из нее не должно следовать высказывание, которое оказывается истинным одновременно со своим отрицанием. Другими словами, теория соответствующей структуры не должна приводить к противоречию. Кроме того, система аксиом должна быть независимой XE "аксиомы:независимые" , т.е. ни одна из аксиом не должна быть следствием других аксиом. В противном случае соответствующую аксиому можно перевести в разряд теорем теории.
Замечание 5.7. Мы не затрагиваем здесь средства, позволяющие выводить теоремы из аксиом, т.е. правила вывода XE "правила:вывода" . Эти вопросы относятся к математической логике.
Покажем, что основные типы известных математических структур действительно описываются указанным выше способом.

Пример 5.6. Упорядоченная структура XE "структура:упорядоченная" . Пусть базис шкалы состоит из единственного множества Х. В качестве ступени М выбераем множество ((Х 2), соответствующее конкретной схеме (. Множество М есть совокупность всех подмножеств множества Х 2, т.е. класс всевозможных отношений на имеющемся множестве Х. Укажем аксиомы рассматриваемой структуры. Для произвольного элемента х(М (т.е. для произвольного отношения на Х) высказывание Р(х) будет означать, что отношение х является рефлексивным, транзитивным и антисимметричным, т.е. отношением порядка. Соответствующее множество Т представляет собой совокупность всевозможных отношений порядка на множестве Х. Любой фиксированный элемент ((Т определяет на множестве Х конкретную структуру порядка. Если вместо Х мы выберем другое базовое множество и воспользуемся той же схемой ( и той же системой аксиом, то любой элемент получаемого при этом множества Т будет определять опять-таки структуру порядка, но уже на другом носителе. Таким образом, порядок действительно характеризует конкретную структуру в описанном выше смысле. На рис. 5.6 изображена схема построения упорядоченной структуры на примерах вложения подмножеств некоторого множества Z и делимости натуральных чисел.
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Рис. 5.6. Построение упорядоченной структуры.

Пример 5.7. Структура полугруппы XE "структура:полугруппы" . Дано множество Х, составляющее базис шкалы множеств. В качестве ступени М выбирается булеан (((Х(Х)(Х), т.е. некоторое класс соответствий множеств Х 2 и Х. Для любого элемента х(М условие Р(х) здесь означает, что х представляет собой некоторый оператор А, действующий из Х   2 в Х и удовлетворяющий условию ассоциативности

А(А(a,b),c) = A(a,A(b,c) (a,b,c(X.

Каждый элемент х, обладающий свойством Р, однозначно определяет на множестве Х структуру полугруппы. Множество Т в результате характеризует всевозможные полугруппы, которые могут быть введены на данном носителе Х. На рис. 5.7 изображена схема построения структуры полугруппы на примерах пересечения подмножеств некоторого множества Z и сложения натуральных чисел.
Пример 5.8. Топологическая структура XE "структура:топологическая" . Рассматривается множество Х (носитель структуры) и ступень М = ((((Х)), представляющая собой совокупность всевозможных наборов подмножеств из Х. Любой элемент х(М оказывается тем самым конкретным набором подмножеств множества Х. Будем говорить, что он обладает свойством Р, если в состав х входят пустое множество, носитель Х, а также пересечение любых двух и объединение произвольного числа элементов класса х. Множество Т в этом случае характеризует всевозможные топологии, которые могут быть определены на носителе Х. Конкретный элемент ( из Т наделяет множество Х структурой соответствующего топологического пространства. На рис. 5.8 изображена схема построения топологической структуры на примерах естественного топологического пространства действительных чисел и двухточечного топологического пространства.

Пример 5.9. Структура пространства с мерой XE "структура:меры" . Задается основное базисное множество Х (носитель структуры) и вспомогательное множество 
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 неотрицательных действительных чисел, дополненное бесконечным элементом. В качестве ступени М выбирается множество ((((Х))((((((Х))(
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). Любой элемент х = (х1,х2) из множества М характеризуется величинами х1(((((Х)) и х2(((((Х))(
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. Выполнение свойства Р(х) предполагает, что элемент х1 является (-алгеброй на Х, а элемент х2 определяет оператор, действующий из х1 в 
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 и являющийся мерой. Тогда множество Т характеризует совокупность пространств с мерой на Х, а его конкретный элемент – какое-либо из этих пространств.
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Рис. 5.7. Построение структуры полугруппы.

[image: image17.wmf] 

X

 

множество

 

P

 

–

 аксиомы топологии

 

Т 

= 

{

x

Î

M

 

|

P

(

x

)}

 

òîïîëîãèè

  íà

 X

 

t

О

Т

 

конкретная 

 

топология

 на

 X

 

b(

X

)

 

 

подмножества

 

 

(

Х

,

t

) 

 

топологическое

 

пространство

 

M 

=

b(b(

X

))

 

наборы

 

подмножеств

 

 

Y

 = {

x

,

y

}

 

 

t 

= 

{

Æ

,{

x

},

Y

}

 

 

 

(

Y

,

t

)

 

òîïîëîãè÷åñêîå

 

ïðîñòðàíñòâî

 

 

b(

Y

 )

 

 

 

 

M 

=

b(b(

Y

))

 

 

топологии

 

 

на

 Y

 

¡

 

действит.числа

 

топологии

 

 

на 

¡

 

 

t

О

Т

 

естественная

 

топология

 

¡

 

 

β()

¡

 

 

(,)

t

¡

 

топологическое

 

пространство

 

β(β())

M

=

¡

 


Рис. 5.8. Построение топологической структуры.
Приведенные примеры показывают, что определение 5.2 действительно охватывает важнейшие типы математических структур. Еще более принципиальным является то обстоятельство, что все математические объекты, определенные на предшествующем этаже, в действительности оказываются частными случаями некоторой общей конструкции, будучи множествами, наделенными структурой. Это обстоятельство предопределяет возможность разработки единого математического аппарата, характеризующего все выше указанные объекты.
Если для структуры рода Т, где Т – некоторое подмножество множества М шкалы S, потребовать выполнение каки-либо дополнительных аксиом, то в результате получится более узкая часть U множества М. При этом говорят, что структура рода U и соответствующая ей теория богаче XE "теория:более богатая" , чем структура рода Т и ее теория, а те, свою очередь, беднее XE "теория:более бедная" . Так, метрическая структура богаче топологической, а структура банахова пространства богаче структур метрического и линейного пространств (см. рис. 5.9).

Замечание 5.8. Естественно, чем богаче структура, тем меньший класс объектов она охватывает. Так, евклидова геометрия XE "геометрия:евклидова"  различает круг и эллипс. В аффинной геометрии XE "геометрия:аффинная"  эти объекты уже не различимы. Однако там имеется возможность отличить эллипс от гиперболы. В проективной геометрии XE "геометрия:проективная"  такой возможности уже нет. Из указанных геометрий евклидова является самой богатой, а проективная – самой бедной. В то же время, евклидова геометрия является частным случаем аффинной, а последняя – частным случаем проективной геометрии (см. рис. 5.10).
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Рис. 5.9. Метрическая структура богаче топологической, но беднее банаховой. 
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Рис. 5.10. Соотношение между геометрическими теориями.
Пусть имеется некоторая шкала множеств S с базисом E1, E2, ... , En,  и существуют биекции Аi из Ei на некоторые множества Fi. С их помощью можно определить биекцию между булеанами ((Ei) и ((Fi), а также между произведениями Ei(Ei и Fi(Fi. Продолжая этот процесс далее, установим, что существует биекция А между любым элементом М шкалы S, построенный по схеме (, и элементом M' шкалы множеств  S' с базисом F1, F2, ... , Fn, построенный по той же схеме ( (см. рис. 5.11 и табл. 5.1). Пусть ( есть структура рода Т, определяемого аксиомами Р. Определим множество 
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Рис. 5.11. Перенос структуры.
Определение 5.3. Говорят, что А(() есть структура, полученная переносом структуры  XE "перенос структуры" ( на F1, F2, ... , Fn посредством соответствующих биекций из E1, E2, ... , En. При этом структуры ( и А(() называют изоморфными XE "структуры:изоморфные" .
Замечание 5.9. Приведенное определение прекрасно согласуется с рассмотренными ранее примерами изоморфизма XE "изоморфизм:структуры"  конкретных структур (см., в частности, рис. 5.12). Фактически изоморфные структуры описывают одну и ту же теорию и различаются исключительно элементами базиса, т.е. средствами интерпретации этой теории.

Замечание 5.10. Определенный выше оператор А представляет собой изоморфизм структуры XE "изоморфизм:структуры" , частными случаями которого были изоморфизм групп, гомеоморфизм, изометрия и т.д. Мы столкнемся еще с этими понятиями в последующем блоке, где будут рассмотрены изоморфизмы категорий множеств, наделенных структурой.

Пример 5.10. Топологическая структура. Рассмотрим множество действительных чисел с естественной топологией ( (объединение открытых интервалов, см. этаж 4). Пусть задано множество 
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 биекцией А, которая определяется следующем образом. Для любой точки 
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 находится точка x' пересечения окружности единичного радиуса с центром в точке О=(0,1) с прямой, соединяющей x' с О. Тогда в качестве Ах выбирается проекция точки x' на 
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 (см. рис. 5.13 а). Оператор 
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 из М (см. рис. 5.13 б). Наконец, оператор 
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 сопоставляет произвольному набору подмножеств действительных чисел соответствущий ему набор подмножеств из М. При этом топологией на М будет образ 
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 (см. рис. 5.13 в). Получаемая в результате топологическая структура на М изоморфна естественной топологической структуре на множестве действительных чисел.
Замечание 5.11. Наряду с изоморфизмом структуры можно было бы определить более общее понятие морфизма структуры XE "морфизм:структуры" , сохраняющего структуру только в одном направлении. К числу таких понятий относятся, к примеру, гомоморфизм любой алгебраической структуры, монотонный, линейный и непрерывный операторы. Более подробно эти вопросы будут рассмотрены в последующем блоке при рассмотрении теории категорий.
Замечание 5.12. Если структура ( ' получена из структуры (  путем ее переноса на соответствующие множества с помощью биекции А, то можно сказать, что ( ' есть образ структуры XE "образ:структуры"  (  при действии оператора А, а ( есть прообраз структуры XE "прообраз:структур"  ( ' при действии оператора А-1. С образами и прообразами конкретных структур мы уже сталкивались на четвертом этаже (см. также рис. 5.14).
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Рис. 5.12. Перенос структуры порядка.
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Рис. 5.12. Перенос топологии с множества 
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Замечание 5.13. В рамках теории структур можно дать единообразное описания структуры-произведения XE "структура:произведения" . Как частный случай такой структуры получаются произведения упорядоченных множеств, группоидов, топологических пространств и пространств с мерой (см. рис. 5.15). Следует, однако, иметь в виду, что не всякая структура имеет структуру-произведение. Так, структура-произведение для упорядоченных множеств существует всегда, а для линейно-упорядоченных множеств – нет: порядок произведения линейно упорядоченных множеств не является линейным. Структура-произведение для топологических пространств существует всегда, а для локально компактных пространств – нет: топология произведения локально компактных пространств не обязательно (в частности, для бесконечных произведений) локально компактна.

Замечание 5.14. В последуюшем блоке мы рассмотрим другие способы наделения множеств структурой. Частные случаи этих приемов (переход к двойственной структуре, переход к подобъекту и факторобъекту) использовались на предшествующем этаже при рассмотрении конкретных структур.
Пусть ( и ( ' – две структуры рода T и T ', определенные на множествах M и M', построенных по одной и той же схеме из одних и тех же аксиом структуры, но с различными базисами. Если же соответствующие структуры непременно изоморфны, то говорят, что теория структуры данного рода однозначна XE "теория:однозначная" . В противном случае она  многозначна XE "теория:многозначная" . Система аксиом, соответствующая однозначной теории, называется полной.

Пример 5.11. Натуральные числа XE "числа:натуральные" . Рассматривается множество N обладающее следующим набором свойств. В состав N входит некий элемент е. Любому элементу 
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 При одновременном выполнении условий 
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. Если для некоторого свойства Р выполнено условие 
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 а свойство 
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 реализуется всякий раз, когда имеет место условие 
[image: image47.wmf](),

Pn

то рассматриваемое свойство выполняется для всех элементов множества N. Перечисленные соотношения, называемые аксиомами Пеано XE "аксиомы:Пеано" , задают на множестве N некоторую структуру, которая оказывается однозначной. Тем самым система аксиом Пеано является полной. Получаемый в результате объект (см. рис. 5.16) есть не что иное как множество натуральных чисел. При этом элемент е оказывается единицей, элемент 
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 есть натуральное число 
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 а последнее условие из приведенного выше списка представляет собой аксиому индукции XE "аксиома:индукции" . 

Замечание 5.15. Несложно убедиться, что определенное на третьем этаже множество 
[image: image50.wmf]¥

 удовлетворяет аксиомам Пеано. Однако в данном случае мы имеем не конструктивное определение этого множества, а указание такого набора свойств, которым удовлетворяет исключительно множество натуральных чисел с точностью до заданного в соответствии с определением 5.3 изоморфизма. 
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Рис. 5.14. Образы и прообразы структур.
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Рис. 5.15. Структуры-произведения.
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Рис. 5.16. Аксиомы Пеано.
Замечание 5.16. Другим примером множества, удовлетворяющего аксиомам Пеано, являются всевозможные степени М некоторого натурального числа, например, двойки. В результате мы получаем другую интерпретацию натуральных чисел с тем же набором свойств. Соответствующий изоморфизм структуры 
[image: image54.wmf]:

AM

®

¥

 характеризуется равенством 
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Пример 5.12. Действительные числа XE "числа:действительные" . Рассматривается некоторое множество R, обладающее алгебраической структурой поля (см. этаж 4, блок В). Предполагается также, что множество R линейно упорядочено некоторым отношением (, причем соответствующие алгебраическая и порядковая структуры согласованы (см. этаж 4, блок Е). Таким образом, мы имеем дело с упорядоченным полем. Кроме того, считается выполненной аксиома Архимеда XE "аксиома:Архимеда" : для любого элемента 
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 найдется такое число 
[image: image57.wmf]yR

Î

, что имеет место неравенство 
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 где отношение > связано соответствующим образом с выше указанным порядком (. На упорядоченном множестве 
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 естественным образом определяются замкнутые отрезки 
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. Предполагается выполненной также аксиома непрерывности XE "аксиома:непрерывности" , согласно которой для любой последовательности отрезков 
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 удовлетворяющих неравенствам 
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 существует хотя бы один элемент 
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, принадлежащий всем выше указанным отрезкам. Совокупность всех перечисленных свойств определяет на множестве R некоторую структуру, которая оказывается однозначный. Соответствующий математический объект называется множеством действительных чисел.

Замечание 5.17. Определенное на третьем этаже множество 
[image: image64.wmf]¡

 (сечения множества рациональных чисел) удовлетворяет всем перечисленным аксиомам. В равной степени им удовлетворяет и пополнение множества рациональных чисел (см. этаж 4, блок С). При этом соответствующие математические объекты (множество всех сечений и пополнение) оказываются изоморфными в смысле определения 5.3. 
Замечание 5.18. Еще одним примером математического объекта, допускающего различную интерпретацию, являются обобщенные функции XE "функция:обобщенная" . Они могут пониматься либо как линейные непрерывные функционалы в пространстве бесконечно дифференцируемых финитных функций (элементы соответствующего сопряженного пространства), либо как в некотором смысле элементы пополнения указанного пространства. 

К числу однозначных теорий относится, к примеру, теория бесконечных циклических групп. Ее аксиомам удовлетворяет, в частности, аддитивная группа целых чисел. Таким образом, любая бесконечная циклическая группа оказывается изоморфной 
[image: image65.wmf].
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 Другой интерпретацией этой теории служит аддитивная группа четных чисел. Одназначная теория характеризует евклидово пространство 
[image: image66.wmf]n
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 данной размерности n. Однако большинство современных математических теорий (теории упорядоченных множеств, топологических пространств, групп, пространств с мерой и т.п.) существенно многозначны. 

Замечание 5.19. Это означает, что фактически существует лишь одно множество действительных или натуральных чисел, а также одна евклидова геометрия данной размерности. В то же время имеются совершенно разные (т.е. не изоморфные между собой) упорядоченные множества, группы, топологические пространства и т.п.

Замечание 5.20. Одназначность структуры означает, что соответствующие аксиомы характеризуют рассматриваемый математический объект с точностью до изоморфизма, т.е. совокупность аксиом однозначной структуры является полной. Исключение из нее хотя бы одной аксиомы (при условии их независимости) приведет к получению многозначной структуры. В частности, исключив из аксиом структуры действительных чисел аксиому непрерывности, мы получим структуру упорядоченного архимедова поля XE "поле:архимедово" , которая многозначна. В частности, ее аксиомам помимо 
[image: image67.wmf]¡

 удовлетворяет также далеко не изоморфное ему множество рациональных чисел. 

Замечание 5.21. Как заметил Рольф Неванлинна: "Важная роль принципа изоморфизма заключается в том, что он позволяет передать заданное положение вещей на различных языках". Фактически, изоморфные структуры представляют собой одну и ту же структуру, описанную на различных языках. Вспомним, что всё здание Математики у нас базируется на первом этаже, связанном с языковыми конструкциями. 

Замечание 5.22. Если система аксиом структуры не полна в том смысле, что характеризуемая ею структура не является однозначной, то существует множество различных математических теорий, описывающих данную структуру. В частности, в теории групп можно рассматривать теории коммутативных (абелевых) и некоммутативных групп, конечных и бесконечных групп и т.д., существенно различающиеся по своим свойствам.  
Замечание 5.23. Мы уже не раз отмечали два способа задания множества: с помощью его прямого построения (конструктивный подход) и путем задания свойства, в полной степени характеризующего элементы именно этого множества (аксиоматический подход). При этом предпочтение отдавалось конструктивному способу, при котором мы не просто задаем интересующий нас объект, но и получаем реальный алгоритм его нахождения. В то же время отмечалось, что неконструктивный подход также имеет право на существование, поскольку он отличается более широкой областью применимости. С позиций теории структур мы получаем дополнительный аргумент в пользу аксиоматического подхода. Действительно, на этом пути выявляется полный перечень свойств, характерных для данной предметной области. Естественно, основная цель математического исследования состоит в получении как можно более обширной информации об исследуемом математическом объекте. В том же случае, когда нам удастся охарактеризовать его как однозначную математическую структуру, мы как раз и получаем полный набор свойств, характеризующих данный объект.  

Общая теория структур свидетельствует о наличии глубокой связи между, казалось бы, совершенно разными математическими дисциплинами. Мы в еще большей степени укрепимся в этом мнении, перейдя в слндующий блок, где нас давно уже поджидают категории, постоянно сопутствующие нам на протяжении всего четвертого этажа.
[image: image153.wmf]
СИНТЕЗ
Блок В
КАТЕГОРИИ
Новый результат мы ценим в том случае,

 если, связывая воедино элементы давно известные,

 но до тех пор рассеянные

 и казавшиеся чуждыми друг другу,

 он внезапно вводит порядок там,

 где до тех пор царил, по-видимому, хаос.

Анри ПУАНКАРЕ
M. C. Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Категории – это выражения, которые ни в коей мере не означают чего-то сложного.

АРИСТОТЕЛЬ

В предшествующем блоке мы окончательно убедились в том, что, казалось бы, совершенно разные математические объекты могут быть описаны единообразно. Дальнейшая унификация математического аппарата осуществляется с помощью теории категорий XE "теория:категорий" , в некотором смысле венчающей здание Математики. Основополагающим понятием здесь является категория, связанная с двумя специфическими классами. Элементы первого из них называются объектами, а второго – морфизмами. Объектами важнейших категорий, встречающихся на практике, служат множества, наделенные той или иной структурой, а соответствующими морфизмами оказываются преобразования, сохраняющие рассматриваемую структуру. Но существуют и неструктуризованные категории, знакомство с которыми позволяет лучше уяснить смысл используемого математического аппарата. 

Любой категории можно сопоставить другую категорию, называемую двойственной и отличающуюся от исходной лишь порядком действия морфизмов. С помощью двойственной категории можно взглянуть с единых позиций на используемые ранее понятия двойственной операции и двойственного порядка, а также установить глубокую и подчас неожиданную связь между некоторыми математическими конструкциями. Иерархия категорий устанавливается с помощью понятия  подкатегории.

Среди всевозможных морфизмов наиболее важны изоморфизмы категорий – морфизмы, являюшиеся обратимыми. Объекты категории, связанные изоморфизмами, называются изоморфными и обладают одинаковыми свойствами категории. В рамках рассматриваемой предметной области эти объекты не различимы, т.е. их реальное отличие носит второстепенный характер, не имеющий принципиального значения на данном этапе исследования. Выявление свойств категории непосредственно открывает дорогу к математическим теориям. Чрезвычайно важную роль играют также подобъекты и факторобъекты. Эти столь разные на первый взгляд понятия в некотором смысле оказываются двойственными и встречаются практически во всех разделах Математики. 

Связь между различными категориями осуществляется с помощью функторов, играющих по отношению к категориям примерно такую роль, какую морфизмы играют по отношению к объектам. Множества категорий, связанные функторами, составляют систему знаний и объединяют разрозненные математические дисциплины, исторически развивавшиеся, зачастую, совершенно независимо, в единую науку Математику. Познакомившись с основами теории категорий, мы можем смело браться за разработку самостоятельных математических теорий и решать прикладные задачи. 

Комната 5.3. КАТЕГОРИИ
Математика – это искусство давать различным вещам одинаковые названия.

       Анри ПУАНКАРЕ 

При путешествии по четвертому этажу мы неоднократно отмечали, что то или иное понятие имеет некоторый смысл в рамках конкретной категории. Настала порадать дать, наконец, строгое определение категории и прояснить ситуацию. 

Определение 5.4. Категорией XE "категория"  Г называется пара (Ob Г, Mor Г), включающая в себя класс объектов XE "класс:объектов"  Ob Г и класс морфизмов XE "класс:морфизмов"  Mor Г, удовлетворяющих следующим условиям:
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2) для любого A ( Mor Г существуют единственные объекты X и Y, такие, что A(H(X,Y);
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Замечание 5.24. В определении категории фигурирует понятие класса, состоящего из элементов весьма общей природы. С объектами такой природы следует обращаться с осторожностью во избежании появления различного рода парадоксов (см. этаж 2).  

Согласно этому определению (см. рис. 5.17) любой паре объектов XE "объект:категории"  Х и Y соответствует (возможно, пустое) множество морфизмов XE "морфизм:категории"  H(X,Y), в некотором смысле характеризующих связь между данными объектами. Любой морфизм А принадлежит конкретному классу H(X,Y), имея  начало XE "начало:морфизма"  Х и конец XE "конец:морфизма"  Y. Все морфизмы этого класса (т.е. имеющие одни и те же начало и конец) называются параллельными XE "морфизмы:параллельные" . Если даны последовательные морфизмы XE "морфизмы:последовательные"  А и В (в том смысле, что конец первого из них совпадает с началом второго), то имеет смысл композиция морфизмов XE "композиция:морфизмов"  А(В – морфизм, имеющий своим началом начало А, а концом – конец В. Для любых трех последовательных морфизмов их композиция ассоциативна. Наконец, для каждого объекта Х существует единичный морфизм XE "морфизм:единичный"  ЕХ, композиция которого с любым морфизмом (как справа, так и слева) дает последний. 
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Рис. 5.17. Определение категории.
Замечание 5.25. Первые два условия в определении категории говорят о том, что ее объекты и морфизмы находятся в отношении инцидентности XE "инцидентность" .
Замечание 5.26. Композиция не является операцией в классе морфизмов. Она имеет смысл лишь для последовательных, а не для произвольных морфизмов.

Замечание 5.27. Выполнение композиции последовательных морфизмов 
традиционно осуществляется в порядке их записи в отличие от противоположной записи для операторов.

Замечание 5.28. Очевидно, существует взаимно однозначное соответствие между объектами категории и связанными с ними единичными морфизмами. В этой связи для определения категории достаточно было бы описать лишь класс ее морфизмов с соответствующим набором свойств.

Рассмотрим некоторые примеры категорий.

Табл. 5.2. Категорно-множественный словарь

	теория категорий
	теория множеств

	объект
	множество

	морфизм
	оператор

	композиция морфизмов
	композиция операторов

	единичный морфизм
	единичный оператор

	мономорфизм
	инъекция

	эпиморфизм
	сюръекция

	изоморфизм
	биекция

	подобъект
	подмножество

	факторобъект
	фактормножество


Пример 5.13. Категория множеств. XE "категория:множеств"  Ее объектами являются всевозможные множества. Для любых двух непустых множеств Х и Y семейство H(X,Y) представляет собой совокупность всевозможных операторов, действующих из Х в Y. Для любого непустого множества Х полагаем Н(Х,() = (. При Х(( определим Н((,Х) = {(X}, где (X : ( ( Х есть отображение ( в пустое подмножество Х. Наконец, зададим Н((,() = {Е(}, где Е( – тождественное преобразование пустого множества в себя. Таким образом, обеспечивается естественным образом выполнение первых двух свойств определения 5.4. Композиции морфизмов соответствует суперпозиция операторов. Для композиции любых трех последовательных морфизмов (операторов) выполнено условие ассоциативности. Наконец, единичным морфизмом ЕX является единичный оператор на множестве Х. Связь между понятиями теории множеств и теории категорий представлена в табл. 5.2. 

Пример 5.14. Категория упорядоченных множеств XE "категория:упорядоченных множеств"  состоит из упорядоченных множеств и действующих на них монотонных операторов. Очевидно, композиция монотонных операторов оказывается монотонным оператором (см. рис. 5.18). Единичный оператор также является монотонным (см. рис. 5.19), а значит, оказывается единичным морфизмом.
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Рис. 5.18. Композиция монотонных операторов монотонна.
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Рис. 5.19. Единичный оператор – монотонный.

Замечание 5.29. При выборе морфизмов для уже имеющегося класса объектов решающим шагом является определение их композиции с соответствующим набором свойств.

Пример 5.15. Категория универсальных алгебр XE "категория:универсальных алгебр"  сигнатуры Т имеет в качестве объектов универсальные алгебры данной сигнатуры, а в качестве морфизмов – соответствующие гомоморфизмы. Очевидно, композиция гомоморфизмов и единичный оператор являются гомоморфизмами (см. рис. 5.20 и 5.21 соответственно). В зависимости от вида сигнатуры получаются различные частные случаи категории универсальных алгебр – категория групп, полей и т.д. В частности, категория линейных пространств XE "категория:линейных пространств"  состоит из всевозможных линейных пространств и линейных операторов. 

Пример 5.16. Категория топологических пространств XE "категория:топологических пространств"  включает в себя всевозможные топологические пространства и непрерывные операторы. При этом композиция непрерывных операторов и единичный оператор непрерывны (см. рис. 5.22 и 5.23 соответственно). Категория метрических пространств XE "категория:метрических пространств"  характризуется метрическими операторами и изометрическими отображениями, причем композиция изометрических операторов и единичный оператор изометричны.

Замечание 5.30. Топологические пространства являются также объектами качественно иной категории. Морфизмами в ней служат классы гомотопных отображений, т.е. таких операторов, которые можно перевести из одного в другой с помощью непрерывной деформации. 

Замечание 5.31. Одни и те же объекты могут соответствовать различным категориям. В частности, множества общего вида (т.е. не наделенные какой-либо структурой) могут быть объектами не только категории множеств (см. пример 5.23). В дальнейшем будет определено также понятие двойственной категории, у которой не только объекты, но и морфизмы те же, что и у исходной категории.
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Рис. 5.20. Композиция гомоморфизмов есть гомоморфизм.
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Рис. 5.21. Единичный оператор – гомоморфизм.


[image: image77.wmf] 

 

A

 

 

A 

·

B

 

 

B

 

 

U

 

 

(

Х

,

t

)

 

õ

Î

U

Î

t

 

 

 

U = À

-

1

(

V

)

 

 

(

Y

,

s

)

 

y=Ax 

, 

y

О

V

 

О

s

 

 

 

V = B

-

1

(

W

)

 

 

o

 õ

 

 

V

 

 

o

 

y

 

 

(

Z

,

r

)

 

 

W

 

 

o

 

z

 

z=BAx 

, 

z

Î

W

 

 

 

 

x

Î

U

, 

U = À

-

1

B

-

1

(

W

)

 

 

W

 

О

s

 

Þ

 

U

Î

t 

 

 

z=By 

, 

z

Î

W

 

Î

s

 

 

 

V = B

-

1

(

W

)

 


Рис. 5.22. Композиция непрерывных операторов непрерывна.
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Рис. 5.23. Единичный оператор непрерывен.
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Рис. 5.24. Композиция операторов, сохраняющих меру, сохраняет меру.
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Рис. 5.25. Единичный оператор сохраняет меру.

Пример 5.17. Категория измеримых пространств XE "категория:измеримых пространств"  включает в себя измеримые пространства и измеримые операторы, а категория пространств с мерой XE " категория:пространств с мерой"  – пространства с мерой и отображения, сохраняющие меру. Естественно, композиция операторов, сохраняющих меру, и единичный оператор сами сохраняют меру (см. рис. 5.24 и 5.25 соответственно).

Пример 5.18. Категория линейных топологических пространств XE "категория:линейных топологических пространств"  состоит из линейных топологических пространств и линейных непрерывных операторов, категория линейных нормированных пространств XE "категория:линейных нормированных пространств"  (соответственно, банаховых пространств XE "категория:банаховых пространств" ) – из линейных нормированных (соответственно, банаховых) пространств и операторов, сохраняющих норму, категория гильбертовых пространств XE "категория:гильбертовых пространств"  – из гильбертовых пространств и унитарных операторов. 

Все приведенные примеры соответствуют структуризованным категориям XE "категория:структуризованная" . Их объектами неизменно оказываются множества, наделенные какой-либо структурой, т.е. носители структуры XE "носитель:структуры" . Морфизмами подобных категорий являются преобразования множеств, сохраняющие рассматриваемую структуру, т.е. морфизмами данной структуры (см. предшествующий блок). Композиция морфизмов при этом будет суперпозицией соответствующих операторов, а единичный морфизм – единичным оператором для того или иного множества. Большинство категорий, встречающихся на практике, являются структуризованными. Однако, как ни странно, ими класс категорий не исчерпывается.

Комната 5.4. НЕСТРУКТУРИЗОВАННЫЕ КАТЕГОРИИ

Мне кажется, что допущение о существовании таких объектов столь же законно, как и допущение о существовании физических объектов, и что имеется не меньше оснований верить в их существование.

Курт ГЁДЕЛЬ

В отдельных случаях объекты категории XE "категория:неструктуризованная"  уже не удается естественным образом интерпретировать как структуризованные множества, а морфизмы – как преобразования, сохраняющие структуру. Такие категории не столь важны для приложений, но знакомство с ними позволит лучше понять особенности аппарата теории категорий. Прежде всего, отметим, что категории естественным образом связаны с графами.

Пример 5.19. Категория над графом XE "категория:над графом" . Рассматривается некоторый ориентированный граф М, т.е. множество элементов, называемых вершинами, и множество пар вершин, называемых путями (см. рис. 5.26). Категория над графом Graph(M) имеет в качестве своих объектов всевозможные вершины графа, а в качестве морфизмов – пути от одной вершины к другой. Композиция морфизмов здесь состоит в последовательном прохождении соответствующих двух путей, а единичный морфизм представляет собой тривиальный путь от данной вершины к ней же (петля). Очевидно, все свойства категории здесь выполняются.

Замечание 5.32. В принципе, любую категорию можно интерпретировать, как категорию над некоторым графом. При этом любой объект понимается как вершина какого-то графа, а морфизм – как путь, соединяющий соответствующие вершины. Однако при достаточно большой (даже конечной) мощности классов объектов и морфизмов подобная интерпретация теряет наглядность и становится не эффективной.

Замечание 5.33. Мы сталкиваемся с двумя, казалось бы, разными понятиями – категорией общего вида и категорией над графом. Однако в действительности разница здесь лишь в языке представления рассматриваемого математического объекта.
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Рис. 5.26. Категория над графом.
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Рис. 5.27. Дискретная категория.

Интересно, что любому непустому множеству можно поставить в соответствие некоторую весьма специфическую категорию.

Пример 5.20. Дискретная категория XE "категория:дискретная" . Пусть М есть произвольное непустое множество. Определим дискретную категорию над M, обозначаемую через Dis(М) (см. рис. 5.27). Ее объектами будут все элементы множества М, т.е. Ob Dis(M) = M. Для любого х(М множество Н(х,х) считается состоящим из единственного элемента Ех, являющегося единичным морфизмом. Для любых различных элементов х и у множество Н(х,у) предполагается пустым. При этом справедливость последних трех аксиом в определении 5.4 очевидна. Любое непустое множество М задает дискретную категорию. С другой стороны, любая категория с классом морфизмов, состоящим исключительно из единичных морфизмов, определяет конкретное непустое множество (объектов этой категории), дискретной категорией над которым оно является. Тем самым устанавливается взаимно однозначное между объектом М категории множеств и дискретной категорией Dis(М).

Замечание 5.34. Фактически дискретная категория и определяющее ее множество представляют собой две интерпретации одного и того же математического объекта. Данная ситуация весьма характерна для Математики вообще, а для теории категорий в особенности (см. последующие примеры, а также утверждение Пуанкаре в начале предшествующей комнаты).

Замечание 5.35. В отличие от рассмотренных ранее примеров объектами дискретной категории являются не структуризованные множества (и даже не множества вообще), а элементы некоторого множества М.

Замечание 5.36. В принципе, мы могли бы интерпретировать дискретную категорию как структуризованную, понимая под ее объектами одноэлементные подмножества множества М и исключая наличие связи между различными объектами (считая пустым множество морфизмов, связывающих различные начала и концы). 
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Рис. 5.28. Категория над моноидом.

Пример 5.21. Категория над моноидом XE "категория:над моноидом" . Рассматривается моноид с носителем М. Категория над моноидом Mon(M) характеризуется множеством объектов, состоящих из единственного элемента М, и множеством морфизмов – элементов М (см. рис. 5.28). При этом композиция морфизмов есть операция над элементами М, а единичный морфизм – единица моноида. Справедливость аксиом категории следует из определения моноида.
Замечание 5.37. Вот теперь встретилась нам категория, которая уж никак не может быть интерпретирована как структуризованная. Здесь уместны слова Георга Кантора: "я вижу это, но не могу в это поверить". Можно еще смириться с тем, что она имеет единственный объект, тем более что он-то является добропорядочным структуризованным множеством – моноидом. В то же время морфизмы здесь в принципе не являются операторами, будучи элементами исходного множества. 
Замечание 5.38. Вспомним, однако, что в зависимости от конкретной ситуации один и тот же математический объект может получить разную интерпретацию. При остром желании, можно, в частности, попытаться представить каждый элемент х моноида (т.е. морфизм соответствующий категории) как тождественный оператор, определенный на множестве М, который ставит в соответствие любому элементу этого множества само значение х.

Замечание 5.39. Любая категория с единственным объектом есть категория над некоторым моноидом. Элементами последнего будут морфизмы категории, бинарной операцией – композиция морфизмов, а единицей – единичный морфизм. Мы вновь сталкиваемся с двумя понятиями – с моноидом и категорией с единственным объектом, между которыми нет принципиального различия. В действительности мы имеем дело с одним и тем же понятием, хотя и выраженным на различных языках.
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Рис. 5.29. Категория над квазиупорядоченным множеством.
Пример 5.22. Категория над квазиупорядоченным множеством XE "категория:над квазиупорядоченным множеством" . Задается квазиупорядоченное множество с носителем М и рефлексивным транзитивным отношением (квазипорядком) (. Определим категорию Qо(M) (см. рис. 5.29), полагая Ob Qо(M) = M. Будем считать, что для любых объектов х и у из М множество Н(х,у) состоит из некоторого единственного элемента при выполнении условия х(у и пусто в противном случае. Если существуют морфизмы А(H(x,y) и В(H(y,z), то в силу транзитивности квазипорядка справедливо условие x(z, а значит, существует единственный морфизм из класса H(х,z), который и выберется в качестве композиции А(В. Если хотя бы одно из множеств H(x,y) или H(y,z) является пустым, то полагаем H(x,z) = (. В силу рефлексивности квазипорядка справедливо соотношение х(х, откуда следует существование единственного морфизма из Н(х,х), обозначаемого через ЕX. Очевидно, из условий х(х и х(у следует х(у, а значит, композиция слева морфизма ЕX с любым морфизмом с началом х дает этот морфизм. Аналогичным свойством обладает композиция справа. 

Замечание 5.40. Любая категория, в которой множество морфизмов состоит не более чем из одного элемента, задает некоторое квазиупорядоченное множество, в котором условие х(у выполняется, если множество H(x,y) не пусто. Итак, существует взаимно однозначное соответствие между квазиупорядоченными множествами и соответствующим классом категорий.

Пример 5.23. Категория множеств с соответствиями XE "категория:множеств с соответствиями" . Объектами данной категории служат обычные множества, а морфизмами – соответствия между этими множествами. Рассмотрим два морфизма 
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 назовем следующее соответствие между множествами X и Z (см. рис. 5.30)
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Рис. 5.30. Композиция морфизмов категории множеств с соответствиями.
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Рис. 5.31. Единичный морфизм категории множеств с соответствиями.

Определенная таким образом композиция оказывается ассоциативной. В качестве единичного морфизма ЕХ выбирается диагональ множества Х  2, т.е. отношение 
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 (см. рис. 5.31).
Замечание 5.41. Очевидно, категории множеств и множеств с соответствиями имеют один и тот же класс объектов и различаются лишь морфизмами.

Замечание 5.42. Определив общее понятие категории, предназначенное для единообразного описания всего многообразия структуризованных множеств и операторов, сохраняющих структуру, мы неожиданно обнаружили, что введенное понятие охватило еще кое-что, явно нами не предусмотренное. Эта ситуация достаточно типична для математики и является естественной платой за установленную общность. В некотором смысле мы имеем дело с проявлением теоремы Левенгейма – Сколема XE "теорема:Левенгейма - Сколема" , согласно которой, грубо говоря, математический аппарат, разработанный для некоторого конкретного достаточно содержательного класса объектов, непременно будет описывать и какие-то объекты, заранее не включенные в этот класс.

В дальнейшем мы будем рассматривать главным образом структуризованные категории. Наличие же неструктуризованных категорий позволяет глубже понять особенности аппарата теории категорий. 
Комната 5.5. ДВОЙСТВЕННАЯ КАТЕГОРИЯ

Оригинальность математики состоит в том, что в математических науках выявляются взаимосвязи между вещами, крайне не очевидные, если исключить посредничество человеческого разума. 

           Альфред Норт УАЙТХЕД

Любой категории можно поставить в соответствие другую категорию, называемую двойственной.

Определение 5.5. Двойственной категорией XE "категория:двойственная"  к категории Г 
называется такая категория  Г*, для которой объекты и морфизмы – те же, что для исходной категории, причем 
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 для любых объектов Х и Y, а композиции B(A морфизмов категории Г 
соответствует композиция морфизмов A(B категории Г*.

Замечание 5.43. Переход от одной категории к другой (в частности, от данной категории к двойственной) осуществляется с помощью функторов, которые играют ту же роль по отношению к категориям, что и морфизмы по отношению к объектам категории  (см. комнату 5.9).

Очевидно, двойственная категория к любой дискретной категории совпадает с исходной категорией (см. рис. 5.32). Действительно, в дискретной категории существуют лишь единичные морфизмы. Меняя их направление на противоположное, мы получаем те же морфизмы. 

Замечание 5.44. Категория совпадает со своей двойственной категорией тогда и только тогда, когда она дискретна.

Если М есть некоторый граф, которому соответствует категория Graph(M), то двойственная к ней категория определяется двойственным графом M*, в котором все вершины – те же, что и у М, а все пути получаются за счет обращения путей из М (см. рис. 5.33). Содержательные примеры двойственных категорий дают структуры, в которых мы явным образом сталкивались с понятием двойственности. В частности, для категории Mon(M) двойственной будет категория над двойственным моноидом М* – моноидом, в котором бинарная операция заменена на двойственную (см. рис. 5.34). Таким образом, выражению х(у на М соответствует двойственная композиция у(х на М* (см. этаж 4, блок В). Для категории Qo(M) двойственной оказывается категория над двойственным квазиупорядоченным множеством М*. В последнем отношении квазипорядка заменяется на соответствующее двойственное отношение, т.е. условие х(у на М определяет соотношение х(y на М* (см. рис. 5.35). 

Два высказывания, понятия, свойства и т.д. категории называются двойственными XE "высказывание:двойственное" , если одно из них переходит в другое в двойственной категории. Если высказывание, понятие, свойство совпадает с соответствующим двойственным высказыванием, то оно называется самодвойственным XE "высказывание:самодвойственное" .

Замечание 5.45. При переходе к двойственному высказыванию сохраняется логическая структура высказывания с заменой всех стрелок на противоположные (см. рис. 5.33 – 5.36) и выполнением композиции морфизмов в обратном порядке. Для исследования двойственного понятия или свойства достаточно перейти в двойственную категорию и воспользоваться свойствами исходного понятия. 

Замечание 5.46. Теперь становится совершенно очевидным, что переход к двойственному порядку и к двойственной операции, с которыми мы сталкивались при изучении упорядоченных и алгебраических структур, в действительности представляет собой переход в двойственную категорию.
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Рис. 5.32. Дискретная категория самодвойственна.
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Рис. 5.33. Двойственная категория над графом.
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Рис. 5.34. Двойственная категория над моноидом.
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Рис. 5.35. Двойственная категории над квазиупорядоченным множеством.
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Рис. 5.36. Двойственная категория множеств с соответствиями.

Замечание 5.47. С многочисленными примерами двойственных понятий мы сталкивались, например, в теории упорядоченных структур. Некоторые приложения теории двойственности будут рассмотрены в последующих комнатах. 

Комната 5.6. МОРФИЗМЫ

Математическим знанием исчерпывается все наши знания относительно различных аспектов реальности. 

Морис КЛАЙН

Рассмотрим некоторые специальные классы морфизмов категории.

Определение 5.6. Морфизм А категории Г называется 
мономорфизмом XE "мономорфизм:категории" , если из равенства В(А = С(А  следует, что  В = С. Морфизм называют эпиморфизмом XE "эпиморфизм:категории " , если из равенства  А(В = А(С  следует, что В = С.
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Рис. 5.37. Мономорфизм и эпиморфизм в категории над графом. 

Мономорфизм и эпиморфизм в категории над графом изображен на рис. 5.37. Однако проще всего понять природу того или иного класса морфизмов в категории множеств.

Пример 5.24. Морфизмы категории множеств. Рассматриваются множества Х, Y, Z и операторы А : Y ( Z, В : Х ( Y, С : Х ( Y. Предположим, что выполняется равенство В(А = С(А, т.е. имеет место соотношение АBх = АCх для всех элементов х из Х. Если оператор А является инъекцией, то из равенства Ау = Ау' следует, что у=у'. Полагая у = Вх, у' = Сх, установим, что Вх = Сх для любого х(Х. Отсюда следует, что В=С. Таким образом, в категории множеств инъекции являются мономорфизмами (см. рис. 5.38 а). Пусть теперь имеются операторы 
A : X ( Y, B : Y ( Z, C : Y ( Z  при выполнении равенства  А(В = А(С. Тогда справедливо соотношение BAх = CAх для всех х из Х. Если оператор А является сюръекцией, то для любого у(Y выполняется равенство Ву = Су, откуда следует, что В = С. Следовательно, сюръекции являются эпиморфизмами в теории множеств (см. рис. 5.38 б).

При переходе к двойственной категории композиции морфизмов  В(А соответствует композиция А(В. Таким образом, если морфизм А  есть мономорфизм в данной категории, то он становится эпиморфизмом в двойственной категории. Тем самым понятия мономорфизма и эпиморфизма оказываются двойственными. Тогда для описания свойств эпиморфизмов можно воспользоваться двойственными свойствами мономорфизмов в двойственной категории.

Замечание 5.48. Мы уже отмечали, что понятию инъекции А соответствует случай, когда уравнение Ах = у имеет не более одного решения. Если же указанный оператор является сюръекцией, то уравнение всегда имеет решение. Полученные результаты говорят о том, что понятия существования и единственности решения уравнения являются двойственными, т.е. существованию решения уравнения в категории множеств соответствует единственность решения уравнения, определяемого тем же оператором, в соответствующей двойственной категории.
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Рис. 5.38. Мономорфизм и эпиморфизм в категории множеств.

Пример 5.25. Категория над моноидом. В категории над моноидом (М,() морфизмами являются элементы множества М, а их композицией – операция над этими элементами. Рассмотрим задачу определения такого элемента х(М, который удовлетворяет уравнению х(а = у. Предположим, что при данных значениях а и у оно имеет два решения х1 и х2. Тогда выполняется равенство х1(а = х2(а. Если морфизм (элемент) а является мономорфизмом, то из последнего соотношения следует, что х1 = х2. Таким образом, в том случае, когда морфизм категории над моноидом является мономорфизмом, то определяемое соответствующим элементом уравнение на носителе моноида имеем не более одного решения. Про сам элемент а на моноиде говорят, что он обладает правым обратным элементом а-r, т.е. таким, что а(а-r = е, где е – единичный элемент моноида. 

Пусть теперь морфизм а является эпиморфизмом. Тогда соответствующий элемент а моноида обладает левым обратным элементом а-l, удовлетворяющего равенству а-l(а = е. Рассмотрим вновь уравнение  х(а = у. Учитывая свойство ассоциативности операции, установим равенство

х(а = у = у(е = у((а-l(а) = (у(а-l)(а.
Отсюда в силу определения эпиморфизма следует, что х = у(а-l, т.е. рассматриваемое уравнение имеет решение. Следовательно, в том случае, когда морфизм а в категории над моноидом оказывается эпиморфизмом, указанное выше уравнение оказывается разрешимым для любого элемента у. 

Замечание 5.49. Полученные результаты аналогичны тем, что были получены в предшествующем примере.

Замечание 5.50. Мы могли бы составить алгебраическо-категорийный словарь (по принципу русско-английского и т.п.), в котором любому высказыванию на языке моноидов соответствовало аналогичное высказывание на языке категорий (см. табл. 5.3).

Определение 5.7. Морфизм А(H(X,Y) категории Г называется  изоморфизмом XE "изоморфизм:категорий" , если существует такой морфизм А-1(H(Y,X), называемый обратным морфизмом XE "морфизм:обратный" , что справедливы равенства A(А-1 = EX, А-1( A = EY. При этом говорят, что объекты Х и Y изоморфны XE "объекты:изоморфные" .

Замечание 5.51. Для структуризованных множеств понятие изоморфизма категории эквивалентно введенному на предшествующем блоке изоморфизму соответствующей структуры.

Табл. 5.3. Алгебраическо-категорный словарь.

	алгебраическое понятие
	категорное понятие

	моноид
	категория над моноидом

	носитель структуры
	объект

	элемент
	морфизм

	операция над элементами
	композиция морфизмов

	единичный элемент
	единичный морфизм

	двойственный моноид
	двойственная категория

	обратимый справа элемент
	мономорфизм

	обратимый слева элемент
	эпиморфизм

	обратимый элемент
	изоморфизм

	обратный элемент
	обратный морфизм

	гомоморфизм моноидов
	функтор категорий над моноидами

	антигомоморфизм моноидов
	кофунктор категорий над моноидами

	изоморфные моноиды
	изоморфные категории над моноидами


Единичный морфизм любой категории является изоморфизмом, причем обратным к нему оказывается он сам. Отсюда, в частности, следует, что в любой дискретной категории всякий морфизм является изоморфизмом. В категории над моноидом изоморфизмами являются обратимые элементы носителя моноида. Примерами изоморфизмов служат биекции в категории множеств, изоморфизмы порядка в категории упорядоченных множеств, изоморфизмы универсальных алгебр в соответствующей категории, гомеоморфизмы в категории топологических пространств, изометрии в категории метрических пространств и др. Понятие изоморфизма категории самодвойственно. Любой изоморфизм является мономорфизмом и эпиморфизмом одновременно.

Пример 5.26. Категория над квазиупорядоченным множеством. Предположим, что имеет место равенство В(А = С(А, причем элементы х, у и z являются соответственно, началом обоих морфизмов В и С, началом А и концом А (см. рис. 5.37 а). В данной категории связаны, причем единственным морфизмом, лишь те объекты (элементы квазиупорядоченного множества), которые находятся в отношении квазипорядка. Тогда из самого факта существования указанных морфизмов следуют соотношения х(у и у(z. Однако существует единственный морфизм, связывающий объекты х и у. Таким образом, морфизмы В и С совпадают, а значит, произвольный морфизм А является мономорфизмом. Доказательство того, что любой морфизм данной категории является также эпиморфизмом устанавливается аналогично. В то же время для того, чтобы морфизм А с началом х и концом у обладал обратным морфизмом необходимо, чтобы выполнялось не только условие х(у, гарантирующее существование А, но и противоположное соотношение у(х, обеспечивающее существование обратного морфизма. Естественно, одновременное выполнение последних двух условий возможно лишь в исключительных случаях. Следовательно, морфизм, являющийся мономорфизмом и эпиморфизмом одновременно, не обязательно оказывается изоморфизмом, хотя в большинстве категорий структуризованных множеств это свойство все-таки имеет место.

Замечание 5.52. При рассмотрении множества целых чисел, упорядоченного относительно делимости изоморфизмами связаны лишь единичные морфизмы и пары объектов вида n и -n. Если в рассмотренном примере мы имеем дело не с квазипорядком, а с обычным порядком, то одновременное выполнение условий х(у и у(х возможно исключительно при х=у. Таким образом, изоморфизмами в данной категории (категории над упорядоченном множеством) будут лишь единичные морфизмы.  

Замечание 5.53. Если морфизм оказывается одновременно мономорфизмом и эпиморфизмом, то его называют биморфизмом XE "биморфизм" . Любой изоморфизм является биморфизмом, однако обратное утверждение не верно. В частности, в категории отделимых топологических коммутативных групп оператор вложения множества 
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 – соответствующие аддитивные топологические группы, является биморфизмом, но не изоморфизмом. 
Композиция двух мономорфизмов (эпиморфизмов, изоморфизмов) вновь является мономорфизмом (эпиморфизмом, изоморфизмом).

Замечание 5.54. Последнее обстоятельство позволяет по данной категории Г построить три новых категории Mon Г, Epi Г и Iso Г, у которых классы объектов совпадают с Ob Г, а класс морфизмов определяется исключительно всевозможными мономорфизмами, эпиморфизмами или изоморфизмами данной категории. 

На основании понятия изоморфизма категории можно охарактеризовать свойства категории.

Определение 5.8. Свойство объекта категории Г называется  свойством категории XE "свойство:категории"  Г, если оно не меняется при изоморфизмах 
данной категории.

Свойство категории является общим для всех изоморфных объектов данной категории. Поскольку в дискретной категории все изоморфизмы являются единичными операторами, любая характеристика объекта (элемента) оказывается свойством категории. Отметим некоторые свойства конкретных категорий из числа рассмотренных ранее. В категории множеств таковыми являются, например, конечность, бесконечность, непустота, счетность; в категории упорядоченных множеств – линейная упорядоченность, полная упорядоченность, ограниченность, наличие минимальных элементов; в категории групп – коммутативность, цикличность, наличие дополнительных операций; для линейных пространств – конечномерность, значение размерности, свойства базиса; в топологических пространствах – связность, компактность, метризуемость, отделимость, сепарабельность; для метрических пространств – полнота, ограниченность, нормируемость.

Замечание 3.55.  Для структуризованных категорий понятия свойства категории и свойства соответствующей структуры эквивалентны.

Замечание 3.56. Выявление свойств конкретной категории является одним из основных этапов при построении математической теории (см. последующий блок).

Выделяя класс объектов категории, обладающих тем или иным свойством категории, мы приходим к понятию подкатегории.
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Рис. 5.39. Полная и неполная подкатегории категории над графом.

Комната 5.7. ПОДКАТЕГОРИИ

Математика – творение человеческого разума, и любая попытка подвести под нее абсолютную базу обречена на провал.

                                                                             Морис КЛАЙН
Установим некоторую иерархию категорий, определив в классе всевозможных категорий отношение порядка.

Определение 5.9. Категория ( называется подкатегорией XE "подкатегория"  
категории Г, если справедливы вложения  Ob ( ( Ob Г,  Mor ( ( Mor Г, причем композиция морфизмов в ( совпадает с композицией тех же морфизмов в Г, а единичный морфизм объекта из ( – с его единичным морфизмом в Г. Подкатегория называется полной XE "подкатагория:полная"  при выполнении соотношения H((X,Y) = H((X,Y) для всех X и Y из Ob (.
Если ( есть подкатегория категории Г, то используется запись ((Г.

Замечание 5.57. На множестве всевозможных категорий бинарное 
отношение ( является порядком.

Полные подкатегории определяются исключительно объектами, поскольку морфизмы в них сохраняют тот же смысл, что и в исходной категории (см. рис. 5.39). Они получаются обычно при выделении класса объектов, обладающих каким-либо свойством категории. При построении неполной подкатегории структуризованных множеств объекты могут (но не обязательно) наделяться дополнительной структурой, а в качестве морфизмов подкатегории выбираются такие морфизмы исходной категории, которые сохраняют введенную структуру.
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Рис. 5.40. Подкатегории дискретной категории является полной.
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Рис. 5.41. Категория над подмоноидом – не подкатегория.

Пример 5.27. Дискретная категория. В дискретной категории все морфизмы – единичные. Для перехода к ее какой-либо подкатегории устранять эти морфизмы, сохраняя связанные с ними объекты, нельзя, поскольку каждому объекту должен соответствовать единичный морфизм. Таким образом, любая подкатегория дискретной категории является полной, причем опять-таки дискретной (см. рис. 5.40).

Пример 5.28. Категория над моноидом. Любая категория над моноидом имеет единственным объектом носитель моноида. Следовательно, ее полная подкатегория (отличная от самой категории) вообще не содержит объектов, т.е. является пустой. Если же для перехода к подкатегории сократить число морфизмов, то тем самым уменьшается число элементов моноида. Чтобы сохранить определяющие свойства категории, сокращение элементов должно соответствовать переходу к подмоноиду. В результате осуществляет переход к категории над этим подмоноидом. Однако это не будет подкатегория исходной категории, поскольку ее единственный объект (носитель подмоноида) не будет объектом первой категории (см. рис. 5.41).
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Рис. 5.42. Подкатегории категории над квазиупорядоченным множеством.

Пример 5.29. Категория над квазиупорядоченным множеством. В такой категории любые два объекта связаны не более чем одним морфизмом. Полная подкатегория получается путем перехода к квазиупорядоченному подмножеству, когда число объектов (элементов носителя структуры) сокращается, а все имеющиеся связи (отношения квазипорядка) сохраняются. Переход к неполной подкатегории непременно сопровождается сокращением некоторого числа морфизмов при сохранении имеющихся объектов. Это подразумевает нарушение некоторых связей. Вследствие этого в результате получается подкатегория над квазиупорядоченным множеством, которое не является квазиупорядоченным подмножеством исходного квазиупорядоченного подмножество. В частности, на рис. 5.42 представлена категория над квазиупорядоченным множеством М = {-2,2,4,6,10} с отношением делимости, являющееся квазиупорядоченным подмножеством множества целых чисел с отношением делимости. Исключив элемент (объект) 10, мы получаем множество M', на котором сохраняется имеющееся отношение квазипорядка. В результате получается подкатегория исходной категории, которая является полной. Если же в исходной категории устранить один морфизм (например, с началом 2 и концом -2), то получится неполная подкатегория, являющаяся также категорией над квазиупорядоченным множеством. Носителем последнего будет исходное множество М. Однако отношение квазипорядка изменится. В смысле нового квазипорядка число -2 предшествует всем другим числам, число 2 предшествует всем, кроме -2, а числа 4, 6 и 10 не связаны данным отношением между собой. Таким образом, в неполной подкатегории и исходной категории над квазиупорядоченным множеством квазипорядки различаются.

Пример 5.30. Категория множеств. К числу свойств категории XE "категория:множеств"  множеств относятся непустота, конечность, несчетность и др. Соответственно, получаются полные подкатегории – категории соответственно, непустых, конечных и несчетных множеств. Их объектами являются указанные классы множеств, а морфизмами – операторы, действующие на этих множествах. Поскольку морфизмы в этих категориях совпадают с морфизмами категории множеств, мы действительно имеем дело с полной подкатегорией. Если же на объектах рассматриваемой категории (т.е. на множествах) ввести дополнительную структуру (порядок, операции, топологию, меру и др.), а в качестве морфизмов выбрать такие операторы (морфизмы исходной категории), которые сохраняют дополнительную структуру, то получаются подкатегории категории множеств, не являющиеся полными. С другой стороны, категория множеств является неполной подкатегорией категории множеств с соответствиями, поскольку при совпадении классов объектов последняя имеет существенно более широкий класс морфизмов.
Пример 5.31. Категория упорядоченных множеств XE "категория:упорядоченных множеств"  включает в себя полные подкатегории линейно упорядоченных, вполне упорядоченных и ограниченных множеств (у них у всех морфизмами являются морфизмы исходной категории, т.е. монотонные операторы). Примером ее неполной подкатегории может служить категория упорядоченных групп XE "категория:упорядоченных групп" . Она получается при наделении объектов исходной категории 
(упорядоченных множеств) дополнительной структурой группы, согласованной с порядком (см. этаж 4), причем соответствующие морфизмы должны сохранять не только порядок, но и структуру группы.

Пример 5.32. Категории универсальных алгебр. Полными подкатегориями категории группоидов XE "категория:группоидов"  являются категории коммутативных группоидов и полугрупп. Отметим, что переход от группоиду к полугруппе или к коммутативному группоиду связан не с введением дополнительной структуры, а с наделением объектов категории дополнительным свойством – ассоциативностью или коммутативностью операции. Таким образом, отпадает необходимость усиливать свойства морфизмов, а значит, мы действительно имеем дело с полной подкатегорией. Определяя на полугруппах единицу, мы получаем категорию моноидов XE "категория:моноидов" , которая не является полной, так как фиксация единицы представляет собой операцию нулевого порядка, а значит, дополнительную структуру. Также неполной является подкатегория категории моноидов – категория групп XE "категория:групп"  (добавилась еще одна операция – взятие обратного элемента). Соответственно, не всякий морфизм категории моноидов, связывающий две группы будет морфизмом (гомоморфизмом) групп. Так, морфизм категории моноидов не обязан сохранять имеющуюся на группах (но не на моноидов общего вида) операцию первого порядка. К числу полных подкатегорий категории групп можно отнести категории коммутативных групп и конечных групп. Вводя на коммутативных группах дополнительную операцию – умножение на скаляр при выполнении некоторых дополнительных свойств (см. этаж 4, блок В), получаем подкатегорию линейных пространств. Естественно, она не будет полной, поскольку ее морфизмами являются не всякие гомоморфизмы групп, а лишь линейные операторы, т.е. морфизмы исходной категории, сохраняющие линейную структуру. Другой (также не полной) подкатегорией категории групп является категория колец, объекты которой наделены второй бинарной операцией. Вводя на объектах категории групп дополнительные свойства, можно получить подкатегории упорядоченных или топологических групп.

Пример 5.33. Категория топологических пространств XE "категория:топологических пространств" . Среди ее полных подкатегорий отметим категории дискретных, связных, компактных, сепарабельных, отделимых топологических пространств. Их морфизмами являются непрерывные операторы, т.е. морфизмы исходной категории. Неполной подкатегорией топологических пространств оказывается категория метрических пространств XE "категория:метрических пространств" , объекты которой наделены дополнительной метрической структурой. Подкатегорией категории метрических пространств будет категория линейных нормированных пространств, которая является также подкатегорией (тоже не полной) категории линейных топологических пространств – подкатегории как линейных, так и топологических пространств. Категория банаховых пространств является полной подкатегорией категории линейных нормированных пространств. Оно связана с наделением объектов последней дополнительным метрическим свойством – полнотой (не путать полноту пространства с полнотой подкатегории!). Категория гильбертовых пространств образунт неполную подкатегорию категории рефлексивных банаховых пространств – подкатегории банаховых пространств. Сама категория топологических пространств является неполной подкатегорией категории измеримых пространств. Другой полной подкатегорией последней является категория пространств с мерой.  XE "категория:измеримых пространств" 
Переход к неполной подкатегории может быть связан не только с наделением объектов категории дополнительной структурой, но и с дополнительными свойствами морфизмов категории. Так для произвольной категории Г имеют смысл неполные подкатегории с мономорфизмами и эпиморфизмами на Г, которые, в свою очередь, имеют подкатегорию с изоморфизмами на Г. Все эти подкатегории категории Г имеют те же объекты, что и Г, но различаются морфизмами. 

Установление иерархии категорий позволяет в лучшей степени понять природу математических свойств и легче ориентироваться в здании Математики.

Комната 5.8. ОБЪЕКТЫ

Можно спросить, в чем преимущество выражения "G есть объект категории групп" перед выражением "G – группа". Простой ответ состоит в том, что перенос методов из одной категории в другую и даже доказательство общих теорем о категориях может подсказать очень полезные вещи.

Пол КОЭН

Рассмотрим два специальных класса объектов категории, встречающиеся во многих направлениях математики. Пусть задана некоторая категория Г с объектом Х. Обозначим через М(Х) и Е(Х) множества таких пар (Y,A) при Y(Ob Г, для которых, соответственно, А(Н(Y,Х) есть мономорфизм и А(Н(Х,Y) есть эпиморфизм. На множестве пар М(Х) (соответственно, на Е(Х)) вводятся отношения квазипорядка ( (см. рис. 5.43) так, что условие (Y,A) ( (Z,В) считается выполненным, если существует такой морфизм С(Н(Y,Z) такой, что А = В(С (соответственно, С(Н(Z,Y), такой, что А = С(В). Если при этом условия (Y,A) ( (Z,В) и (Z,В) ( (Y,A) на множествах М(Х) и Е(Х) соответственно, выполняются одновременно, то С есть изоморфизм, а пары (Y,A) и (Z,В) считаются эквивалентными в смысле отношения  на М(Х) и отношения на Е(Х).
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Рис. 5.43. Квазипорядки на множествах М(Х) и Е(Х). 
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Рис. 5.44. Подобъект и факторобъект категории 
над квазиупорядоченным множеством целых чисел с отношением делимости.

Определение 5.10. Фактор-множества М(Х)/ и Е(Х)/ называются соответственно, подобъектом XE "подобъект"  и факторобъектом XE "факторобъект"  объекта Х. 

Согласно данному определению подобъектом объекта Х является класс эквивалентных (в соответствующем смысле) пар, состоящих из объектов и мономорфизмов с концом Х, а его факторобъектом – класс эквивалентных пар, состоящих из объектов и эпиморфизмов с началом Х. В дискретной категории для любого объекта Х соответствующие множества М(Х) и Е(Х) представляют собой пару, состоящую из самого объекта Х и соответствующего единичного морфизма. Эта пара является тривиальным подобъектом и факторобъектом. 

Пример 5.34. Категория над квазиупорядоченным множеством. Рассмотрим квазиупорядоченное множество целых чисел с отношением делимости и соответствующую ему категорию. В качестве объекта этой категории выбираем число 4. Каждое целое число m, на которое делится 4 (т.е. удовлетворяющее условию m|4), связано с ним единственным морфизмом (он же мономорфизм) Аm4. Аналогично, выбранный объект связан с любым числом n, кратным 4, единственным морфизмом (он же эпиморфизм). Таким образом, справедливы равенства
М(4) = { (m,Аm4) | m|4},  Е(4) = { (n, А4n) | 4|n}
В качестве элемента множества М(4) выбираем, например, пару (2,А24). Поскольку изоморфизмами на рассматриваемой категории являются лишь единичные морфизмы и морфизмы, связывающие объекты m и -m, существует лишь одна пара (-2,А-24), эквивалентная выбранной и отличная от нее (см. рис. 5.44). Тем самым подобъектом объекта 4 данной категории оказывается множество пар {(2,А24),(-2,А-24)} или кратко [(2,А24)]. Аналогичным образом можно описать еще два подобъекта [(1,А14)] и [(4,А44)].

Выбираем пару (8,А48) – элемент множества Е(4). Ей эквивалентна лишь единственная отличная от нее пара (-8,А4-8). Тогда факторобъектом [(8,А48)], определяемым парой (8,А48), оказывается двухэлементное множество {(8,А48),(-8,А4-8)}. Существует бесконечное множество факторобъектов [(n,А4n)] такой же природы, где число n, кратно 4. Характерно, что семейство всех подобъектов объекта 4 изоморфны множеству делителей {1,2,4} числа 4, а семейство всех факторобъектов – множеству натуральных чисел, {4,8,12,16,…}, делящихся без остатка на 4.

Установим природу понятий подобъекта и факторобъекта в 
категории множеств.

Пример 5.35. Подобъект категории множеств XE "подмножество" . Рассмотрим объект X(Ob Г и пары и (Y,A), (Z,B) из М(Х). Здесь X, Y и Z – произвольные множества, а операторы A:Y(X и B:Z(X являются мономорфизмами, т.e. инъекциями. Если пары (Y,A) и (Z,B) эквивалентны в смысле отношения , то существует такая биекция (изоморфизм категории множеств) C:Y(Z, что А = ВС (см. рис. 5.43). Для любого элемента х из  A(Y) существует единственное значение у такое, что Ау = х. Обозначим  z = Су. Справедливы равенства Вz = ВCу = Ау = х, откуда следует включение х(B(Z). Таким образом, справедливо вложение A(Y)(B(Z). Аналогично для любого х(A(Y) существует единственный элемент z(Z  такой, что Bz = х. Полагая у = С-1z, будем иметь у = АС-1z = Вz = х, значит, справедливо вложение B(Z) ( A(Y).

Итак, имеет место равенство A(Y) = B(Z). Следовательно, всем элементам класса эквивалентности из М(Х)/ с представителем (Y,A) соответствует одно и то же подмножество Х0 = A(Y) из Х. Обозначим через I естественное вложение Х0 в Х, т.е. такой оператор I:Х0(X, что Iх = х для всех х(Х. Очевидно, оператор I является инъекцией (мономорфизмом данной категории), причем пара (Х0,I) эквивалентна рассмотренным ранее парам (Y,A) и (Z,B). В частности, операторы  
CA : Y( Х0   и CB : Z ( Х0 , характеризуемые равенствами

CA y = Ay (y(Y, CB z = Bz (z(Z,

являются биекциями. Итак, любой элемент класса М(Х)/ однозначно определяется своим представителем (Х0,I), где Х0 – некоторое подмножество Х, а I – естественное вложение Х0 в Х. Следовательно, любой подобъект множества Х с точностью до биекции (изоморфизма категории) совпадает с некоторым подмножеством из Х (см. рис. 5.45). Поскольку в любой категории все утверждения устанавливаются с точностью до изоморфизма этой категории, то можно считать, что подобъектами категории множеств являются подмножества.
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Рис. 5.46. Подмножество – подобъект в категории множеств.
Можно убедиться, что в категориях упорядоченных множеств, групп, линейных пространств и т.д. подобъектами являются упорядоченные подмножества, подгруппы, линейные подпространства и т.д. Техника построения подобъекта остается неизменной в любой структуризованной категории. 

Пример 5.36. Факторобъект категории множеств XE "фактормножество" . Рассмотрим произвольное множество Х и некоторые пары (Y,A), (Z,B) из Е(Х), которым соответствуют множества Y, Z и сюръекции (эпиморфизмы категории множеств) A:X(Y и B:X(Z. Если пары (Y,A) и (Z,B) эквивалентны в смысле отношения , то существует такая биекция C:Z(Y, что А = СВ (см. рис. 5.43). Поскольку оператор А является сюръекцией, для любого у(Y существует такой элемент х(Х, что Ах=у. Учитывая, что оператор С – биекция, для произвольного у(Y установим существование единственного значения z(Z, удовлетворяющего равенству Cz = y. Оператор В также является сюръекцией. Тогда существует такой элемент х'(Х, что Вх' = z. В результате получаем соотношение Вх' = Сz = у = Ах. Учитывая равенство А=СВ, заключаем, что Ах=Ах'. Аналогичным 
образом устанавливается, что Вх = Вх'.
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Рис. 5.46. Фактормножество – факторобъект в категории множеств.
Введем отношение эквивалентности (  на Х, полагая x( x' при выполнении равенства Ах=Ах' (или, что то же самое, Вх=Вх'). Определим  оператор ( из Х в Х/(,  который  сопоставляет  любому элементу х(Х соответствующий ему класс эквивалентности ((х) и называемый канонической проекцией. Очевидно, оператор  ( : X ( Х/(  является сюръекцией: любому классу эквивалентности соответствует (вообще говоря, не единственный) элемент из Х. Таким образом, пара (Х/(,() принадлежит классу Е(Х). Любой точке у(Y соответствует множество таких точек х(Х, для которых справедливо равенство Ах=у, т.е. некоторый класс эквивалентности [х]. С другой сторону, каждому классу [х](Х/( соответствует такой элемент у(Y, что Ах=у для всех х из класса [х]. Тогда можно определить биекцию CA:Х/( (Y такую, что СA[х] = у. При этом справедливо равенство СA( = А. Следовательно, пары (Y,A) и, а также (Z,B) и (Х/(,() эквивалентны в смысле , а значит, образуют факторобъект E(X)/. Таким образом, любой факторобъект однозначно характеризуется парой (Х/(,(), а значит, фактормножеством Х/(. Следовательно, объекты E(X)/ и Х/(  равномощны, т.е. изоморфны в категории множеств. Таким образом, с точностью до изоморфизма факторобъект категории множеств является фактормножеством (см. рис 5.45).
Аналогичным образом устанавливается, что в категориях групп, линейных пространств и т.д. факторобъектами являются факторгруппы, факторпространства и т.д.

Замечание 5.58. Понятия подобъекта и факторобъекта являются двойственными, что следует из двойственности мономорфизма и эпиморфизма. Здесь отчетливо проявляется несомненная сила теории категорий, устанавливающей удивительную близость столь, казалось бы, разных понятий, как подмножество и фактормножество.

Замечание 5.59. Установленная глубокая связь между понятиями подмножества и фактормножества достаточно естественна. Рассмотрим, к примеру, множество студентов данного факультета. В качестве его подмножества можно выбрать, например, множество студентов второго курса обучения. Определим на исходном множестве, эквивалентность, считая двух студентов эквивалентными, если они обучаются на одном и том же курсе, проходим к фактормножеству, элементами которого будут множества студентов одного и того же курса. Переходя от множества к подмножеству, мы наделяем элементы дополнительными свойствами. Действительно, первоначально, рассматривая конкретного студента, мы знали только то, что он обучается на данном факультете. При переходе к подмножеству у нас появилась дополнительная информация о его курсе (например, студент факультета, отличившийся на научной конференции, учится на втором курсе). При обращении к фактормножеству мы, напротив, отбрасываем несущественную информацию. Если первоначально каждый студент факультета рассматривался сам по себе, то в рамках фактормножества личность отдельного студента интереса не представляет, поскольку во внимание принимается лишь курс, на котором он обучается (например, успеваемость студентов второго курса в этом году ниже, чем в предыдущим). Тем самым переходы к подмножеству и фактормножеству действительно связаны с противоположными (т.е. в определенном смысле двойственными) действиями.

Замечание 5.60. Учитывая двойственность между понятиями факторобъекта и подобъекта и несомненную аналогию между понятиями подобъекта и подкатегории, можно определить и понятие факторкатегории.

Комната 5.9. ФУНКТОРЫ

Несмотря на проницательность критической мысли – а может быть, благодаря ей – мы теперь гораздо меньше, чем наши предшественники, уверены в тех глубинных устоях на которых покоится математика.

                Герман ВЕЙЛЬ

Эффективность теории категорий в значительной степени обусловлена возможностью установления естественных связей между различными категориями.

Определение 5.11. Даны категории Г и (. Пара отображений
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 образует функтор XE "функтор"  F:Г((, если для любого объекта Х из Г справедливо равенство F(EX) = EF(X) и F(A(B) = F(A)(F(B) для любых последовательных морфизмов А, В из  Г. Если последнее условие заменено на F(A(B) = F(B)(F(A), то F называется кофунктором XE "кофунктор" .

Функтор и кофунктор переводят объект в объект, морфизм – в морфизм, единичный морфизм – в единичный морфизм, а композицию морфизмов – в композицию морфизмов. При этом функтор F переводит морфизм А(Н(Х,Y) в морфизм F(А)(Н(F(Х),F(Y)), а кофунктор G – в морфизм G(А)(Н(G(Y),G(X)) (см. рис. 5.47). 
Замечание 5.61. В определенном смысле функторы выполняют ту же роль по отношению к категориям, которую морфизмы играют по отношению к объектам.

Замечание 5.62. Кофунктор F : Г ( ( совпадает с функтором F: Г*((. Таким образом, кофункторы можно свести к функторам, действующим на двойственной категории.

Простейшим примером функтора служит единичный функтор XE "функтор:единичный"  
Е : Г ( Г, который характеризуется равенствами 
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причем действие композиции морфизмов остается без изменения. Отметим также единичный кофунктор XE "кофунктор:единичный"  Е*, для которого приведенные выше соотношения остаются в силе, но меняется порядок действия композиции (см. рис. 5.48). Очевидно, именно он осуществляет переход из данной категории в двойственную категорию.

Постоянный функтор  F : Г ( ( удовлетворяет соотношениям

[image: image117.wmf]() =  Ob

Γ, ()=  MorΓ,

Y

FXYXFAEA

"Î"Î


где Y(Ob (. Для любой структуризованной категории Г можно определить функтор F, действующий из Г в категорию множеств, который ставит в соответствие любому объекту из Г соответствующей ему носитель структуры, а любому морфизму – соответствующий оператор.

Для любых множеств M, M ' оператор F:M(M ' определяет функтор F : Dis(M) ( Dis(M '), связывающий соответствующие дискретные категории. Аналогично любой монотонный оператор и гомоморфизм моноидов определяют функторы, действующими между соответствующими категориями над квазиупорядоченными множествами и над моноидами (см. рис. 5.49 и 5.50). 
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Рис. 5.47. Функтор и кофунктор.
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Рис. 5.48. Единичный кофунктор связывает данную категорию с двойственной.
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Рис. 5.49. Функтор категорий над моноидами.
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Рис. 5.50. Функтор категорий над квазиупорядоченными множествами.

Переход от категории метрических пространств в категорию полных метрических пространств осуществляется с помощью функтора пополнения XE "функтор:пополнения" , который ставит в соответствие каждому метрическому пространству соответствующее пополнение, а любому изометрическому оператору – соответствующее преобразование пополнений. Аналогичным образом определяется функтор из категории линейных нормированных пространств в категорию банаховых пространств. 

Замечание 5.63. Если рассматриваемые пространства (метрические или линейные нормированные) являются полными, то функтор пополнения действует как единичный функтор, который ставит в соответствие пространству и оператору те же пространство и оператор.

Пусть задана некоторая категория Г, на которой выделен объект Х. Определим функтор HX и кофунктор HX, действующие из Г в категорию множеств при выполнении следующих условий:

HX(Y) = H(X,Y), HX(Y) = H(Y,X) ( Y(Ob Г;
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Отображения HX и HX называются основным функтором XE "функтор:основной"  и основным кофунктором XE "кофунктор:основной" , соответствующим объекту Х категории Г. 
Пример 5.37. Категория линейных пространств. Найдем основной кофунктор 
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 этой категории, соответствующий множеству действительных чисел. Очевидно, 
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 для любого линейного пространства Y. Таким образом, 
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 есть множество всех линейных функционалов, определенных на линейном пространстве Y. Следовательно, 
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 совпадает с сопряженным пространством XE "пространство:сопряженное"  Y*. Рассмотрим произвольный морфизм A(H(Y,Z), т.е. линейный оператор А, действующий  из линейного пространства Y в линейное пространство Z. Найдем вид преобразования 
[image: image128.wmf]().
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 По определению 
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 есть морфизм, действующий из 
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 т.е. линейный оператор из Z* в Y*. Он характеризуется соотношением
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Последнее условие можно записать в виде


[image: image133.wmf][

]

*

() =()   ,  .

BAyHAByyYBZ

"ÎÎ

¡


Таким образом, 
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 есть сопряженный оператор XE "оператор:сопряженный" . Итак, основной кофунктор, соответствующий множеству действительных чисел, сопоставляет любому линейному пространству и линейному оператору соответствующие сопряженное пространство и сопряженный оператор. 

Замечание 5.64. Аналогичным образом устанавливается, что основной кофунктор, соответствующий множеству действительных или комплексных чисел в категории линейных топологических, линейных нормированных или банаховых пространств, осуществляет переход от данного пространства и линейного непрерывного оператора к соответствующим сопряженному пространству и сопряженному оператору.
Замечание 5.65. Теория категорий позволила установить глубокую связь между, казалось бы, столь разными объектами, как сопряженное пространство и сопряженный оператор. Становится понятным, почему для соответствующих пространства и оператора используется единый термин "сопряженный".

Определение 5.12. Категории Г и ( называются изоморфными XE "категории:изоморфные" , если существуют такие функторы  F : Г ( (  и  G : ( ( Г, что справедливы равенства F(G = E(, G(F = E(, где композиции функторов состоят в их последовательном выполнении, а через E( и E( обозначены единичные функторы соответствующих категорий. При этом G называется обратным функтором XE "функтор:обратный" , а F – изоморфизмом категорий XE "изоморфизм:категорий" .
Очевидно, категории Г и Г* изоморфны. Изоморфными будут и две дискретные категории (соответственно, категории над квазиупорядоченными множествами и моноидами) в случае равномощности множеств (изоморфизме квазиупорядоченных множеств и моноидов), порождающих рассматриваемые категории. Изоморфны категории метрических пространств и метризуемых топологических пространств, т.е. таких, в которых топология может быть охарактеризована метрикой.

Пример 5.38. Рассмотрим категорию дискретных топологических пространств, объектами которой будут всевозможные множества, наделенные дискретной топологией (топологией, в которое открыты все подмножества носителя), а морфизмами – операторы, действующие между рассматриваемыми множествами. Очевидно, любое дискретное топологическое пространство однозначно характеризуется своим носителем. И напротив, любое множество определяет единственное дискретное топологическое пространство. Любой оператор, действующий из одного множества в другое, будет непрерывным в смысле дискретной топологии рассматриваемых пространств. С другой стороны, любой морфизм в категории дискретных топологических пространств оказывается оператором, связывающим соответствующие носители. Таким образом, категория множеств и категория дискретных топологических пространств изоморфны.

Замечание 5.66. Как видно из этого примера, теория дискретных топологических пространств мало информативна, коль скоро эти пространства фактически сводятся к множествам, т.е. к объектам, лишенным какой-либо структуры. 

Замечание 5.67. Фактически изоморфные категории описывают одну и ту же теорию, но сформулированную различными средствами. Изоморфизмы категории представляют собой трансляторы, обеспечивающие перевод теории с одного языка на другой. Таким образом, теория категорий, с которой мы встретились при переходе к верхним этажам здания, имеет прямое сообщение с первым этажом, т.е. с языком математики.

В заключение отметим, что теория категорий совершенно бесполезна специалистам, работающим в узкой предметной области, т.е. в рамках одной единственной категории, упрямо сидящих в одной комнате здания математики (или даже в одном из ее углов) и не имеющих ни малейшего желания заглянуть хотя бы в соседний коридор. Она представляет интерес для тех, кто работает на стыке различных научных направлений, где наверняка возникает необходимость в использовании разнообразного математического аппарата. Устанавливаемая с помощью функторов межкатегориальная связь позволяет более успешно продвигаться вперед, выявляя подчас неожиданный порядок среди кажущегося хаоса. Тем самым использование нескольких категории, связанных функторами, формирует систему знаний и продвигает строительство нашего здания. На следующем блоке заключительного этажа мы познакомимся с принципами построения математических теорий, основанных на использовании теоретико-категориального аппарата.
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Математику движут вперед в основном те, кто отмечен даром интуиции, а не чистого доказательства. 

Феликс КЛЕЙН

На основе теории категории можно описать общие принципы построения частной математической теории. Построение это осуществляется в рамках некоторой структуризованной категории и включает в себя выбор объектов и морфизмов, разработку основ теоретического аппарата, выявление свойств категории, построение моделей и исследование приложений. В качестве примера рассматривается теория множеств.
Комната 5.10. ТЕОРИИ
Один из величайших триумфов математики состоит в открытии того, что представляет собой 
математика в действительности.

         Бертран РАССЕЛ

Разработка конкретной (частной) математической теории осуществляется в рамках некоторой категории. Для достижения желаемой цели необходимо подобрать категорию, в наибольшей степени отвечающей интересующему нас кругу вопросов. После разработки математического аппарата данной категории можно обратиться к исследованию интересующего комплекса проблем. Общая схема построения теории изображена на рис. 5.51.
Для определения нужной категории, прежде всего, необходимо зафиксировть класс интересующих нас объектов. С этой целью выявляется некоторый перечень исходных признаков, характерных для конкретной предметной области на данном этапе исследования. Тем самым дается аксиоматическое описание исследуемой структуры. Таковым может быть рассмотрение множества, наделенного отношением порядка, множества с системой операций или топологией и т.д. В процессе непосредственного исследования эти признаки, конечно же, могут уточняться. 
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Рис. 5.51. Общая схема построения теории
Для построения морфизмов категории необходимо установить возможные способы перехода от одних объектов данного типа к другим. Тем самым выявляется класс преобразований, не затрагивающих исходные признаки, положенные в основу объекта разрабатываемой категории. Естественно, при этом должны быть выполнены стандартные аксиомы морфизмов (а иначе не будет возможности использовать мощный теоретико-категориальный аппарат для решения поставленной задачи). В частности, для последовательных морфизмов должна быть определена композиция, т.е. суперпозиция рассматриваемых преобразований должна сохранять определяющие свойства объекта. Введенная композиция морфизмов должна быть ассоциативна. Наконец, для любого объекта должен существовать единичный морфизм. Установив справедливость всех этих свойств, мы действительно получаем некоторую категорию, в рамках которой, в принципе, можно проводить дальнейших исследования.

Для последующей работы необходимо ввести стандартные понятия, определенные в любой категории – мономорфизмы, эпиморфизмы, изоморфизмы, двойственную категорию, подобъекты, факторобъекты, подкатегории и т.д. Тем самым разрабатывается технический аппарат для проведения дальнейших исследований на основе уже построенной категории. На этом пути естественно возможны определенные трудности, однако нас на данном этапе интересует общая схема исследований.
Замечание 5.68. Естественно, всякая конкретная категория наряду с общими понятиями, характеристиками, свойствами, присущими любой категории, наделена и собственными уникальными особенностями. Разработка математического аппарата, тем самым, не ограничивается переводом стандартных понятий теории категорий на язык данной категории. Однако эти общие понятия могут составить первичную основу (своего рода, скелет) разрабатываемой теории. Выявление специфических понятий и методов данной теории осуществляется уже на более поздней стадии ее разработки. 
Итак, предположим, что мы определили интересующую нас конкретную категорию и в некоторой степени разработали ее аппарат. Теперь появляется непреодолимое желание установить характеристики объектов категории, инвариантные относительно ее изоморфизмов. Тем самым выявляются специфические свойства рассматриваемой категории. Установив некоторый перечень таких свойств, мы сможем в дальнейшем провести классификацию объектов категории по наличию или отсутствию каждого из имеющихся свойств. Впоследствии исследование того или иного конкретного объекта сводится к выявлению тех свойств категории, которым удовлетворяет или не удовлетворяет непосредственный предмет нашего исследования. 

После получения совокупности выявленных свойств данной категории целесообразно подобрать набор достаточно простых объектов, обладающих или не обладающих каждым из имеющихся свойств, а также их произвольным сочетанием. Тем самым формируется список модельных объектов категории. 
Замечание 5.69. Различные классы числовых множеств, определяемые на третьем этаже, были моделями всевозможных структуризованных множеств именно в описанном выше смысле.

Список моделей по возможности должен быть полным, т.е. включать в себя объекты, обладающие произвольным набором возможных свойств. Естественно, любая пара модельных объектов должна различаться хотя бы одним свойством категории. 

Замечание 5.70. Для полноты списка моделей необходимо, чтобы для каждого модельного объекта список включал в себя объекты, отличающиеся от рассматриваемого ровно одним (причем, произвольным) из имеющихся свойств.

Чем богаче категория, тем больше в ней свойств, а значит, тем шире список ее моделей. Имея достаточно хорошо разработанный математический аппарат рассматриваемой категории и достаточно обширный набор моделей, можно обратиться к исследованию прикладных задач. Это предполагает установление свойств конкретных объектов данной категории, выбранных изначально в качестве предмета исследования.

Непосредственное исследование состоит в поиске возможного изоморфизма между изучаемым объектом и произвольной моделью. Если нам удалось обнаружить модель, изоморфную рассматриваемому объекту, то этим исследование и завершается. Действительно, в рамках данной категории изоморфные объекты не различаются, т.е. обладают совершенно одинаковыми свойствами. Следовательно, все свойства интересующего нас объекта в точности такие же, как и у изоморфного ему модельного объекта. Свойства же последнего установлены на предшествующем этапе исследования.

Замечание 5.71. Естественно речь идет только о тех свойствах, которые имеют смысл в данной категории.

Замечание 5.72. В принципе, исследование конкретного объекта проводится вплоть до выявления полного списка его свойств из числа тех, что принимаются во внимание в данной теории (т.е. свойств данной теории). Может оказаться, что в итоге такого анализа будет дано аксиоматическое определение объекта посредством характерных для него свойств. Не исключено, что определяемая этими свойствами структура окажется однозначной (см. блок А), т.е. не существует других объетов (не изоморфных данному), удовлетворяющих выявленному перечню свойств. Отсутствие однозначности соответствующей структуры свидетельствует о возможности проведения дальнейшего более глубокого анализа с выявлением новых свойств, позволяющих различать объекты, удовлетворяющие данному аксиоматическому определению. 
Замечание 5.73. Теорема Гёделя XE "теорема:Гёделя о неполноте"  о неполноте говорит о том, что любая достаточно содержательная математическая теория не может иметь полную систему непротиворечивых аксиом, т.е. характеризуемая ею структура существенно не однозначна. Можно построить полные теории конкретных математических объектов (множества натуральных чисел, действительных чисел, евклидовой геометрия и т.п.), но никак не "больших" математических дисциплин.
Замечание 5.74. Следует различать непосредственные утверждения данной теории (так называемые объектные теоремы XE "теорема:объектная" ), являющиеся следствием принятой системы аксиом, от утверждений метатеории или метатеорем XE "метатеорема" , касающихся самих этих аксиом. Так, в евклидовой геометрии любая теорема о точках, прямых, плоскостях и т.д. является объектной. С другой стороны, теорема о независимости одной из аксиом евклидовой геометрии (того же пятого постулата Евклида) от других относится к метатеоремам.

К сожалению, далеко не всегда удается установить изоморфизм между нашим объектом и какой-либо из моделей. Причиной тому может быть недостаточная проработка теории, в рамках которой мы работаем. Возможно, искомый модельный объект в действительности существует, но определенные пробелы в разрабатываемой теории не позволяют нам его идентифицировать на данной стадии исследования. В этом случае мы вынуждены вернуться на третий этап и заняться доработкой математического аппарата данной категории. Отсутствие результатов, относящихся к свойствам исследуемого объекта, стимулирует тем самым развитие тех направлений теории, в которых были обнаружены недоработки.

Следует, однако, иметь в виду, что неудача с установлением 
искомого изоморфизма может быть связана не с недостатками теоретического аппарата, а иметь более принципиальный характер. Дело может оказаться не в том, что у нас не хватает технических средств для того, чтобы отыскать нужную модель из имеющегося списка, изоморфную изучаемому объекту. Возможно, на практике мы столкнемся с ситуацией, когда ни один из установленных модельных объектов, в принципе, оказывается не изоморфным предмету нашего анализа. В этом случае скорее всего выяснится, что имеющийся в нашем распоряжении список модельных объектов не является полным, т.е. какое-то сочетание известных нам свойств категории не представлено модельным объектом. Обнаружив подобную ситуацию, мы получаем счастливую возможность пополнить список моделей, включив в него исследуемый нами объект. Расширение списка модельных объектов теории, как правило, представляет собой существенно более ценный результат, чем решение единичной прикладной задачи. В этом случае мы вносим определенный вклад в развитие самой теории и облегчаем труд исследователей-прикладников, идущих вслед за нами, поскольку в их распоряжении окажется теперь более полный список моделей.

Замечание 5.75. Часто возникает ситуация, когда качественно новый объект, не имеющий аналогов в списке моделей, обладает достаточно сложной структурой. Однако можно попробовать подыскать как можно более простой изоморный ему объект, который затем и включается в состав моделей. Для практических исследований желательно, чтобы модельные объекты были по возможности проще. 
Замечание 5.76. Доказательство отсутствия изоморфизма между исследуемым объектом и конкретной моделью уже само по себе дает уже немалую информацию о свойствах данного объекта. Это означает, что интересующий нас объект заведомо не обладает тем известным перечнем свойств, которые числятся за этой моделью. Мы теперь знаем наверняка, что, по крайней мере, одно из имеющихся свойств для него наверняка не реализуется.

Наконец, не исключена еще одна весьма любопытная ситуация. Возможно (хотя и не обязательно), что аппарат рассматриваемой категории разработан в достаточной степени. Возможно (хотя и не обязательно), что имеющийся в нашем распоряжении список моделей в полной степени отражает предоставленный нам изначально перечень свойств категории. И, тем не менее, мы не можем идентифицировать наш объект по его свойствам на основе существования изоморфизма между ним и каким-либо модельным объектом. Этот случай еще более интересен и может означать, что мы столкнулись с проявлением какого-то нового ранее не известного свойства категории. Таким образом, мы пополняем нашим примером не только список моделей, но и список свойств, которые могут быть исследованы на основе данной категории. Установленный результат в еще большей степени обогащает разрабатываемую теорию.

Замечание 5.77. Открытие нового свойства в процессе решения прикладной задачи ставит массу проблем перед теоретиками. Им теперь предстоит не только разобраться в природе обнаруженного явления, но и подобрать новые модельные примеры, удовлетворяющие и не удовлетворяющие этому свойству при всевозможных сочетаниях имеющихся ранее свойств. Уже установление степени совместимости вновь выявленного свойства с каждым из ранее известных представляет собой чрезвычайно серьезную проблему
Дальнейшее развитие разрабатываемой теории может идти в 
нескольких направлениях. Вполне вероятно, что построенная нами категория оказывается чрезмерно бедной для выяления в полной степени необходимых свойств интересующих нас объектов. При необходимости на объектах рассматриваемой категории может быть введена дополнительная структура. В результате осуществляется переход к более сильной категории с более богатым набором свойств. Это неминуемо потребует совершенствования аппарата категории, выявление новых свойств и расширение семейства модельных примеров. Таким образом, в результате дополнительного анализа могут быть установлены более глубокие свойства исследуемого объекта.

Возможна, напротив, ситуация, когда выбранная нами категория 
оказывается чрезмерно сильной для достижения поставленной цели. Это означает, что используемый нами математический аппарат изобилует ненужными понятиями и результатами, список имеющихся свойств содержит избыточную информацию, перечень модельных объектов непомерно велик, а его элементы различаются подчас второстепенными свойствами, не играющими принципиальной роли при исследовании интересующего нас комплекса проблем. В этом случае необходимо отказаться от какого-либо свойства (или комплекса свойств), изначально характеризующего объекты категории. Пренебрегая этим свойством, т.е. проводя соответствующую факторизацию, мы приходим к более грубой категории, которая, как нам кажется, в лучшей степени соответствует решаемой на данном этапе задаче.

Замечание 5.78. Не надо думать, что, чем богаче категория, т.е. чем сильнее используемый математический аппарат, тем выше наши шансы добиться успеха при решении конкретной задачи. Имея излишне сильную теорию, можно погрязнуть во второстепенных деталях и среди великого множества понятий и утверждений упустить те, которые в действительности являются определяющими. Для каждой задачи желательно подобрать свой оптимальный теоретический аппарат. Телескоп – прекрасный оптический инструмент. Но во многих жизненных ситуациях гораздо эффективнее пользоваться скромным биноклем, а то и вовсе обойтись без применения столь сложных технических средств.

Замечание 5.79. Переход к более грубой категории осуществляется и в том случае, когда возникает желание распространить уже разработанный математический аппарат на более широкий класс объектов. Расширение области применимости используемых методов предполагает ослабление свойств исследуемых объектов, что может соответствовать выходу в более слабую категорию.  

Еще одно направление развития теории связано с выявлением ее связи с другими теориями. Фактически это сводится к наведению мостов между различными категориями. Как мы уже знаем (см. предшествующий блок), связь между категориями осуществляется с помощью функторов. Поскольку практически ни одно направление в математике не является изолированным и существуют глубокие и подчас весьма неожиданные связи между, казалось бы, совершенно разными математическими направлениями, разрабатываемая теория должна в конечном итоге входить в единую систему знаний. Множество категорий, связанных между собой функторами, фактически и образует математическую науку с точки зрения ее логического строения.

Замечание 5.80. Хочется надеяться, что у читателя не сложилось впечатление, что ему навязывают единственно верный путь проведения математических исследований. Описанную выше схему построения теории полезно иметь в виду. Однако  не следует относится к этим (а в равной степени, и к каким-либо другим) инструкциям слишком серьезно. В своих собственных скромных научных изысканиях автор, мягко говоря, не сильно придерживается приведенных выше придписаний.
Нам остается лишь проиллюстрировать всё, сказанное выше, конкретным примером. Из соображений простоты мы обратимся к достаточно хорошо известной нам теории множеств.
Комната 5.11. ПРИЛОЖЕНИЯ
Именно предельные абстракции является тем истинным оружием, которое правит осмыслением конкретного факта. 

Алфред Норт УАЙТХЕД

Наша цель состоит в использовании описанной в предшествующей комнате схемы для построения конкретной теории. В качестве таковой мы выбираем теорию множеств, отличающуюся несомненной простотой в сравнении с другими математическими теориями. Прежде всего, нам нужно конкретизировать предмет исследования, т.е. задать объекты, подлежащие рассмотрению. Мы, как будто, договорились изучать множества, не наделяя их какой-либо структурой. Тем самым непосредственным предметом исследования (т.е. объектами разрабатываемой категории) будут собственно множества XE "множество" . Нам предстоит выявить наиболее общие свойства конкретных множеств, не связанных с той или иной структурой. Однако для этого требуется сначала разработать аппарат теории множеств в соответствии с описанными ранее общими принципами построения математических теорий.
Замечание 5.81. Обращаясь к предельно грубой теории, которой соответствует чрезвычайно бедная категория, мы, тем не менее, столкнемся вскоре с не столь уж тривиальными результатами.

Теперь необходимо охарактеризовать преобразования, переводящих одни объекты рассматриваемого класса в другие, т.е. определить морфизмы соответствующей категории. Таковыми оказываются операторы XE "оператор" , которые уже в силу своего определения (см. этаж 2) преобразуют одни множества в другие. Операторы общего вида естественно не затрагивают структуры множества. Однако в рамках теории множества никакая структура и не рассматривается. 

Нетрудно убедиться, что определенные объекты и морфизмы, удовлетворяют всем требуемым ограничениям (см. блок В). Действительно, любые два множества могут быть связаны некоторым (быть может, даже пустым) семейством операторов. Любой оператор имеет смысл, обладая областью определения и областью значений, коими являются некоторые множества, т.е. объекты данной категории. Для любых двух последовательных операторов (область значений первого из них совпадает с областью определения второго) определена композиция, которая вновь оказывается оператором, т.е. морфизмом. Композиция операторов оказывается ассоциативной. Наконец, на каждом множестве мы можем определить единичный морфизм – единичный оператор. В результате получаем категорию множеств XE "категория:множеств" , с которой мы уже встречались ранее.

Имея классы объектов и морфизмов, определяющие категорию множеств, мы можем приступить к разработке соответствующего 
теоретического аппарата. Здесь должны быть определены важнейшие понятия теории категорий – мономорфизм, эпиморфизм, изоморфизм, подобъект, факторобъект и т.д. Применительно к данной категории таковыми оказываются соответственно, инъекция, сюръекция, биекция, подмножество, фактормножество и т.д. (см. табл. 5.2). 

На очередном этапе выявляются свойства категории – те характеристики ее объектов, которые не меняются при соответствующих изоморфизмов (в данном случае – при биекциях). Естественно, категория множеств чрезвычайно бедна свойствами. Однако кое-что мы все-таки можем попытаться обнаружить. Прежде всего, отметим, что, хотя обычно множества непременно из чего-то состоят, встречается и исключение – совершенно дикое множество, вообще не содержащее элементов. При этом выясняется, что наличие или отсутствие элементов у множества обязательно сохраняется при действии биекции. Этот знаменательный факт следует взять на заметку и включить существование или отсутствие элементов у множества в число теоретико-множественных свойств. В результате все возможные объекты исследования мы разделяем на два класса, различающихся принципиальными свойствами – непустые множества XE "множество:непустое" , содержащие элементы, и пустые множества XE "множество:пустое" , почему-то не обладающие таковыми.

Продолжая наши исследования, мы устанавливаем, что некоторые множества могут оказаться равномощными своим собственным подмножествам, в то время как для других множеств такое безобразие заведомо не осуществимо. Поскольку наличие или отсутствие возможности для множества быть равномощным собственному подмножеству также сохраняется при биекциях,  мы  включаем  эти  признаки  в  список  изучаемых  свойств. Множества, для которых равномощность собственному подмножеству допустима, мы назовем бесконечными XE "множество:бесконечное" , а все прочие объекты – конечными XE "множество:конечное" .

Замечание 5.82. Установленные свойства объектов не являются независимыми. Так, в действительности, пустые множества заведомо конечны, в то время как среди непустых можно встретить как конечные множества, так и бесконечные. С другой стороны, бесконечные множества всегда являются непустыми. Однако к числу конечных относятся как пустые, так и непустые множества. Итак, среди установленных свойств есть взаимоисключающие и взаимодополняющие (все множества, не являющиеся пустыми, непусты); несовместимые, но не взаимодополняющие (не существует пустых бесконечных множеств, однако пустые и бесконечные множества не охватывают весь класс исследуемых объектов); упорядоченные, но не эквивалентные (любое бесконечное множество оказывается непустым, хотя среди непустых множеств есть и конечные); совместимые, но не упорядоченные (существуют непустые конечные множества, хотя ни класс непустых, ни класс конечных множеств не вложены один в другой). С аналогичной ситуацией мы, естественно, столкнемся и для более содержательных объектов исследования. Анализ совместимости различных свойств категории используется при составлении списка моделей категории на очередном этапе исследования. 
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Рис. 5.52. Свойства и модели множеств.
Установив некоторое количество свойств, мы можем перейти к дальнейшему исследованию в соответствии с описанной ранее общей схемой построения математической теории. Итог такого анализа изображается на рис. 5.52. Непосредственное исследование конкретного объекта сводится к проверке выполнимости для него тех или иных свойств из числа обнаруженных нами в этой комнате. 

Прежде, чем приступать к изучению какого-либо конкретного множества (приложения), нам предстоит подобрать набор достаточно простых моделей, обладающих указанными свойствами. В частности, объект (, с которым мы уже встречались на втором этаже, естественно выбрать в качестве модели пустого множества. 

Замечание 5.83. На первый взгляд, других пустых множеств и не существует. Однако мы можем говорить о множествах ныне живущих людей, родившихся до нашей эры; нечетных чисел, кратных двум; треугольников, имеющих четыре стороны и т.д. Каждый раз речь идет, по сути, о разных объектах.  Действительно, нельзя же сказать, что наш современник в возрасте порядка двух тысяч лет – это треугольник с четырьмя сторонами. Конечно, кое-что общее между ними все-таки имеется. Все они изоморфны в рамках рассматриваемой теории множеств, т.е. обладают совершенно одинаковыми теоретико-множественными свойствами. Они пусты, а следовательно, моделью любого из них служит указанные нами выше объект (. 

Замечание 5.84. Изоморфизм всех пустых множеств означает, что теория пустых множеств однозначна.

Следующая модель должна характеризовать непустые конечные множества. В качестве таковой можно выбрать некоторое числовое множество, например, М={1,2,3,4,5}. Теперь у нас есть определенный набор свойств, которым могут обладать или не обладать интересующие нас объекты, и некоторый перечень моделей (с уже установленными свойствами), с которыми нам предстоит сравнивать исследуемые объекты. Рассмотрим несколько достаточно простых множеств. Наша задача – установить их теоретико-множественные свойства.

Пример 5.39. Множество F пальцев на руке. Очевидно, множество F не изоморфно модели (, а значит, не относится к числу пустых. Далее, каждому пальцу на руке можно поставить в соответствие однозначно какой-либо элемент из множества M из списка моделей (чтобы убедиться в этом, поистине, поразительном факте, достаточно пересчитать пальцы, что и устанавливает искомый изоморфизм). В результате мы заключаем, что исследуемое множество F является непустым и конечным, поскольку к таковым относится изоморфная ему модель M.

Пример 5.40. Множество 
[image: image138.wmf]¤

 рациональных чисел. Для очередного интересующего нас объекта – множества 
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 не может быть установлена биекция с моделями ( и M. Итак, исследуемое множество 
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 не может быть охарактеризовано свойствами имеющихся у нас моделей – пустотой и конечностью. А значит, здесь предстоит дополнительный анализ. 
Замечание 5.85. В действительности, мы всего лишь установили, что свойства исследуемого объекта отличаются от свойств имеющихся моделей. Это мы только предполагаем пока, что множество М в полной степени характеризуется указанными свойствами. 
Итак, мы убедились, что рассматриваемое множество 
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 не имеет аналога в списке моделей. Наиболее естественной причиной этой ситуации является неполнота списка моделей. Действительно, среди возможных множеств пустые и непустые конечные представлены моделями. Однако существуют, как нам известно, еще и бесконечные множества, которые до сих пор еще не представлены моделями. Отличительной особенностью бесконечного множества является возможность его равномощности собственному подмножеству. Множество рациональных чисел и в самом деле оказывается равномощным, к примеру, множеству натуральных чисел 
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, составляющим только часть 
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 (см. этаж 3). Таким образом, мы не просто установили свойства интересующего нас объекта, но и получили возможность пополнить список моделей разрабатываемой теории моделью бесконечного множества. В качестве таковой мы, конечно, можем взять само рассмотренное множество 
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. Однако еще лучше воспользоваться для этих целей более простым множеством 
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, с которым мы столкнулись в процессе доказательства бесконечности множества рациональных чисел. 

Теперь все три класса возможных множеств (пустые, непустые конечные и бесконечные) у нас представлены моделями. Расширив список моделей теории множеств, мы продолжаем решение прикладных задач, т.е. установление свойств конкретных множеств (объектов категории множеств).
Пример 5.41. Множество U точек отрезка [0,1]. Отрезок U к нашему великому удивлению почему-то оказывается не изоморфным никакому из имеющемуся в нашем распоряжении модельных объектов. Следовательно, множество U в чем-то существенном отличается от любой имеющейся на данной стадии исследования модели. Попытаемся как-то классифицировать этот "нехороший" объект. Он, безусловно, включает в себя какие-то элементы, а значит, является непустым. Для него существует изоморфное собственное подмножество, например, отрезок [0,1/2]. Следовательно, множество U бесконечно. И, тем не менее, рассматриваемое множество не изоморфно нашей модели 
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 бесконечного множества (см. этаж 3).

Итак, мы убеждаемся в том, что не все бесконечные множества одинаковы в рамках разрабатываемой теории множеств.

Замечание 5.86. Это означает, что структура бесконечного множества не однозначна.
Сравнительный анализ исследуемого множества U и модельного объекта 
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 позволяет выявить их принципиальные (с точки зрения исследуемой теории) отличия. Так, любое подмножество 
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, не изоморфное этому множеству, оказывается конечным. В то же время подмножество из U дробей вида 1/k бесконечно, но не равномощно U. Множества, изоморфные 
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, т.е. такие, у которых любое неравномощное им подмножество конечно, как известно, называются счетными. С другой стороны, множество U служит примером бесконечного множества, которое не является счетным. Пополняем им имеющийся список моделей и продолжаем исследования.
Замечание 5.87. Установленный нами, казалось бы, отрицательный результат (невозможность идентифицировать объект U на основе имеющегося набора моделей) в действительности является существенно более сильным, чем выявленные ранее свойства частных объектов М и 
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и даже пополнение списка моделей множеством 
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.

Пример 5.42. Множество S границ отрезка [0,1]. Вновь выясняется, что исследуемое множество не изоморфно ни одной из имеющихся у нас моделей. Отсюда следует, что рассматриваемое множество S отличается по своим свойствам от всех известных моделей. Неужели наш список моделей по-прежнему остается неполным? Однако у нас имеются в наличии модели пустых, непустых конечных, счетных бесконечных и несчетных бесконечных множеств. Таким образом, все возможные сочетания имеющихся в нашем распоряжении на данном этапе исследования теоретико-множественных свойств как будто представлены моделями. Это означает, что мы опять натолкнулись на новое, пока еще не известное нам свойство теории множеств. 

Попытаемся обнаружить то свойство, которое отличает множество S от модельных объектов. Прежде всего, отмечаем, что оно имеет некоторые элементы, а значит, является непустым. Кроме того, оно не эквивалентно никакому из своих собственных подмножеств (убедиться в этом нетрудно, поскольку к числу таковых относятся лишь пустое множество, левая граница и правая граница, явно не эквивалентные множеству S). Итак, исследуемое множество конечно. В результате заключаем, что не все непустые конечные множества изоморфны М, а значит, существуют различные (в рамках данной категории) конечные множества.

Замечание 5.88. Итак, теория непустых конечных множеств также оказывается не однозначной.
После не очень сложного анализа мы обнаруживаем определяющее свойство непустых конечных множеств, называемое числом их элементов XE "число:элементов множества" . Теперь у нас увеличилось существенно увеличился перечень  свойств теории множеств. В соответствии с этим мы пополняем список моделей, включив в него, к примеру, множества {1}, {1,2}, {1,2,3} и т.д. Тем самым нам удалось существенно усилить аппарат разрабатываемой теории.

Замечание 5.89. Как видно, из рассмотренного примера, выявление нового свойства является качественно более сильным результатом, чем простое пополнение множества модельных объектов разрабатываемой теории. Это еще раз показывает, что в Математике (да и не только в ней) отрицательный результат может оказаться более плодотворным, чем положительный.

Замечание 5.90. Еще один урок из приведенных рассуждений – серьезное развитие теории осуществляется непосредственно в процессе решения прикладных задач. 
Если продолжить исследование конкретных множеств (объектов разрабатываемой теории), то можно вновь натолкнуться на объект, не изоморфный ни одной из имеющихся моделей. Таковым является, к примеру, булеан рассмотренного ранее единичного отрезка U (см. этаж 2). В результате мы убеждаемся в существовании качественно различных бесконечных несчетных множеств. Тем самым открываются возможности дальнейшего углубления рассматриваемой теории.

Замечание 5.91. Мы, конечно, знаем, что общей характеристикой любых равномощных объектов является мощность. Таким образом, исследование объектов в рамках категории множеств фактически сводится к описанию семейства мощностей Card. Однако последнее заведомо бесконечно (оно включает в себя по крайней мере все натуральные числа). Тем самым бесконечным (и даже не счетным) оказывается и список теоретико-множественных свойств. 
Замечание 5.92. Обратим внимание на то знаменательное обстоятельство, что даже предельно грубая теория множеств далеко не тривиальна и фактически не исчерпаема. Понятно, что при переходе к более сильной теории ситуация, мягко говоря, не упрощается.

При необходимости мы можем ввести на множествах какую-либо структуру. В результате получаются более сильные категории. Естественно, для исследования их объектов потребуется разработать соответствующий теоретический аппарат, установить свойства новой категории, подобрать новые модели. Тем самым можно провести более полный анализ исследуемых объектов. 

Если для решения поставленной конкретной задачи одной теории будет не достаточно, то можно воспользоваться несколькими теориями сразу. Однако при этом мало иметь несколько изолированных категорий. Их следует объединить между собой с помощью функторов. Та система знаний, которая получается в результате, и составляет конкретную математическую дисциплину. 
На этом пути мы встретимся с математическим анализом, теорией дифференциальных уравнений, вычислительной математикой и т.д., их многочисленными разделами и подразделами. Тем самым любой желающий может отыскать свое место на бескрайних просторах математической реальности. Как сказал Феликс Клейн, "пусть каждый математик работает в том направлении, к которому лежит его сердце"… 
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Ученый изучает природу не потому, что это полезно; он исследует ее потому, что это доставляет ему наслаждение; а это дает ему наслаждение потому, что природа прекрасна.

Анри ПУАНКАРЕ

Наше увлекательное путешествие по величественному зданию математики, наконец, подошло к концу. Характерно, что мы фактически начали с теории множеств и ею закончили. Как говорил Лао Цзы, "Уйти далеко означает вернуться". Естественно, наивно полагать, что нам удалось обозреть всё величесвтенное необъятное Строение. Математика неисчерпаема. И еще много поколений неутомимых строителей будут упрямо возводить новые этажи и заново отделывать старые, прокладывать неожиданные переходы из одних комнат в другие и пристраивать дополнительные блоки и секции, устанавливать более надежный фундамент и открывать иные выходы в окружающий мир. И, хотя последние полвека развития математики, как будто, не предвещают в обозримом будущем каких-либо радикальных потрясений, возможно, именно в этот момент в одном из ее забытых Богом и людьми темных углов зарождается таинственное Нечто, способное в корне изменить наше убогое представление об Архитектуре Математики.         

Строительство продолжается ...
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